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Estimacion y generalizacion

Problema

En la tabla siguiente, como parte de un estudio ecolégico en una zona de la sierra,
se daba informacion sobre la cantidad de integrantes de la poblacion de cierta
especie animal, en miles, durante seis afios consecutivos. La informacion sobre el
2005, por un error, se borro:

2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
4 4,8 | 5,76 | 691 | 8,29

Asumiendo que se mantuvo la forma en que creci6 esta poblacion, dar una
estimacion de los miles de integrantes que hubo en el 2005.

En esta ocasion, quiero compartir con los lectores una experiencia tenida en una
clase de 90 minutos, con 65 alumnos y luego unos comentarios al respecto. Este
problema lo propuse a mis alumnos del primer ciclo de estudios superiores, en un
curso de matematicas dirigido a estudiantes que optaron por estudiar especialidades
en las que el uso de las matematicas no es muy intensivo. Cabe mencionar que ya
habiamos estudiado la funcién lineal y la funcidn cuadratica.

La primera reaccién de ellos ante el problema, fue usar una funcién lineal, pero
pronto verificaron que el crecimiento de un afo al siguiente no era siempre el mismo;
asi, por ejemplo, del 2000 al 2001 la poblacion aument6 en 0,8 miles de habitantes,
pero del 2001 al 2002 la poblacién aument6 en 0,96 miles de habitantes.

Con cierto escepticismo, algunos alumnos pensaron en usar una funcion cuadratica,
considerando el afio 2000 como el “afio cero” y asi el punto (0; 4) como el vértice de
una parabola y los otros datos como puntos de su rama creciente. Luego de unos
calculos, se convencieron de que esta situacion no se podia modelizar con una
funcién cuadratica’.

De pronto uno de los alumnos dijo:
“El dato que se borro fue 9,95”.
Mi pregunta natural fue
“oY como sabes?”,

! Los calculos correspondientes los considero al final, como un apéndice, para no distraer la atencion del lector sobre el
aspecto que ahora me propongo destacar.
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a lo cual respondié con un grafico como el siguiente:

4 48 576 691 829

0,8 096 1,15 1,38

NN/

0,16 0,19 0,23

0,03 0,04

Con estos resultados, el nUmero correspondiente al 2005 lo estimo6 con la siguiente
suma:
0,05+ 0,23 + 1,38 + 8,29 =9,95

El esquema que hizo, le sirvid para conjeturar que la siguiente diferencia seria 0,05 y
a partir de ese nuamero, fue reconstruyendo los que faltaban, que en verdad son las
sumas parciales de dos, tres y cuatro sumandos (en el orden en el que estan
escritos).

Admitimos el procedimiento como una forma de hacer la estimacién, pero pedi a los
alumnos que piensen en alguna otra forma de hacerla, de modo que nos facilite
hacer estimaciones con menos célculos y también para otros afios, no
necesariamente proximos al 2004.

Luego de unos segundos, una alumna dijo:
“Tengo otra forma mas sencilla”

Al pedirle que la explique, mostrd las siguientes divisiones:

A8, DMO_qp. 51 q190650778  B2% 1199710564
4 48 576 691

Luego afirmd que puede considerarse que los cocientes son todos iguales a 1,2 y
gue en consecuencia, para el afio 2005 la poblacion de tal especie animal se
obtendria multiplicando la poblacion en el 2004 por 1,2.

Asi, se tiene:
829x12=9,948

Fue gratamente sorprendente para todos que esta forma de hacer la estimacion esté
tan proxima a la estimacion anterior (9,95) jSolo 2 milésimas de diferencia! (o sea 2
integrantes de la poblacion, recordando que la informacion estd en miles de
habitantes).

Hice notar que este modelo para estimar la poblacion en el 2005 es facilmente
usable para estimar la poblacién en otros afios, pues observamos que considerando
el 2000 como el “afo cero” y en consecuencia los otros como los afios 1, 2, 3, etc.,
podemos llamar f a la funcion que asigna a cada afio el nimero de integrantes de

-
U N I@N REVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - JUNIO DE 2010 - NUMERO 22 - PAGINA 152



El rincén de los problemas
Uldarico Malaspina Jurado

esa poblacion; y usando la notacion funcional, escribimos del siguiente modo la
informacion dada:

f(0) = 4; f(1) =4,8; f(2) =5,76; f(3) =6,91; f(4) = 8,29
Teniendo en cuenta las divisiones hechas y asumiendo que se mantendra el

cociente 1,2 al dividir la poblacién de un afio entre la poblacion del afio anterior,
tenemos que:

f(0) = 4

f(1) = 4,8 = 4(1,2)

f(2) =5,76 =4,8 (1,2) = 4 (1,2) (1,2) ; 0 sea f(2) = 4 (1,25
f(3) = 6,91= 5,76 (1,2) =4 (1,2)(1,2) ; o sea f(3) =4 (1,25
f(4) = 8,29= 6,91 (1,2) =4 (1,3)X1,2) ; o sea f(4) =4 (1,2}

En consecuencia, para el afio 2005:
f(5) =8,29 (1,2F 4 (1,2 (1,2) =4 (1,2); o sea f(5) =4 (1,23.
Recordando que (1,2 =1 y que (1,2)'=1,2 también podemos escribir
f(0) = 4 (1,2} y f(1) =4 (1,2)
y, generalizando, asumimos que
f(x) =4 (1,2, xe{0;1;2;3;4;5;...}

Asi podemos estimar, por ejemplo, que el nimero miles de habitantes de tal
poblacién en el 2010 sera

f(10) =4 (1,2)° = 4 (6,191736422) = 24,766945624,77.

Ciertamente, el problema fue propuesto pensando en llegar a una funcion
exponencial y ya habiamos llegado. Con la experiencia desarrollada, se allané el
camino para explicitar y comentar otras propiedades de esta funcion, relacionadas
con la variacién porcentual (incremento o decremento relativo en porcentaje) y la
transformacidon de progresiones aritméticas en progresiones geomeétricas.
Especificamente:

a) La variacion porcentual de la poblacion, considerando dos afios cualesquiera,

. . . Valor final —Valor inicial .
se obtiene con la conocida férmula — x100%. Si
Valor inicial
consideramos como valor inicial la poblacién de un afio cualquiera X y como
valor final la poblacién h afios después, tal férmula se puede escribir como

41,2 - 4(12)"

4(12)"
Y es facil ver que esta expresion es igual a

x100%

[(1,2)"— 1]x100%
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lo cual nos dice que no depende de X. Vemos que solo depende de h, que es
la diferencia entre los afios considerados. Es claro que si tomamos afios
consecutivos, el valor de hes 1y entonces la variacién porcentual es

[(1,2)'— 1]x100%

es decir, del 20%. Esto nos permite decir que, segun el modelo asumido, la
variacion porcentual de la poblacién de un afio al siguiente es del 20%.

Si consideramos otro valor de h, por ejemplo 3, tendremos que la variacién
porcentual de la poblacion cada tres afios es

[(1,2)*— 1]x100%.
O sea 72,8%.

b) En la modelizacion hecha, la secuencia de afios considerados es
{0;1,2;3,4, %
gue es una progresion aritmética de razon 1; y la secuencia de valores
correspondientes, segun la funcién encontrada es

{4, 4(1,2); 4(1,2) 4(1,2); 4(1.2f; 4(1,2p

gue evidentemente es una progresion geométrica de razéon 1,2.

Luego se paso a definir la funcién exponencial de manera mas general, a graficarla,
considerar los casos decrecientes y enunciar las propiedades caracteristicas de la
funcién exponencial, a partir de las observaciones hechas a la funcion encontrada.
Se destacé la propiedad caracteristica de la funcién exponencial

g(x) =ba

de tener variaciones porcentuales constantes, correspondientes a variaciones
iguales en la variable independiente (fijado el cambio de la variable independiente en
h unidades) y de hacer corresponder a toda progresion aritmética de razén h una
progresion geométrica de razén a". 2

Comentarios

1. La experiencia con este problema nos lleva a reflexionar sobre la estimacion, la
conjetura, la generalizaciéon. La primera esta relacionada con aspectos practicos
de la matematica en la vida cotidiana, pues es natural que con frecuencia
estemos haciendo estimaciones y no necesariamente con recursos formales de
la matematica; por ejemplo, al estimar el tiempo que nos tomara hacer
determinado trabajo, el monto que tendremos que pagar por ciertas compras en
un mercado, el tiempo que tardaremos en llegar a determinado lugar, etc. En
todos los casos, para estimar se busca algun referente y hay diversas técnicas
de estimacion, como hacer comparaciones, simulaciones, muestreos,
modelizaciones, interpolaciones o extrapolaciones. Ciertamente, es un aspecto

2 Un tratamiento formal y riguroso y orientado a profesores de la ensefianza media, se encuentra en el libro de Elon Lages Lima
y colaboradores (2008). La Matematica de la Ensefianza Media, Vol.1. Lima: IMCA.

En la tesis de Maestria en Ensefianza de las Matematicas de Elizabeth Advincula (2010), defendida en la Pontificia Universidad
Catolica del Perd, hay una investigacion interesante para la ensefianza de la funcién exponencial, en el marco de las
situaciones didacticas.
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muy importante de la matematica, de la cual debemos ser muy conscientes los
profesores y brindar experiencias de estimacién a nuestros estudiantes.

El problema de estimacion propuesto se resolvid mediante comparaciones y una
modelizacion con una funcién exponencial. Para ello se observé la informacién
recibida, se hicieron unos calculos (las diferencias sucesivas en la primera forma
de obtener la estimacion y las divisiones entre valores para afios consecutivos en
la segunda), se asumid cierto comportamiento aproximativo (observando las
diferencias en la primera forma, se asume gue la siguiente diferencia sera 0,05; y
en la segunda, observando que los cocientes son 1,2 0 muy cercanos a este
valor, se asume gue todos los cocientes seran 1,2) y con estos supuestos se
encontré un valor estimado del dato buscado. Luego se paso a generalizar (se
asumié como modelo la funcion exponencial ~ f(X) = 4 (1,2} ). Asi se posibilitd
otras estimaciones y se aprovechd la notacion funcional para encontrar
propiedades del comportamiento de la poblacion.

Al optar por un modelo, juega papel importante la intuicion y la conjetura,
interactuando con la formalizacion. Cuando unos alumnos pensaron usar un
modelo lineal o un modelo cuadrético, algunos calculos relacionados con estos
modelos, hicieron que se abandone tales intentos.

La generalizacibn es uno de los procesos importantes del pensamiento
matematico. Ciertamente, pasar de lo particular a lo general es un proceso que
va mas alla de las matematicas y es materia de estudio en la epistemologia y en
las diversas ciencias. El enfoque ontosemiotico de la cognicion e instruccion
matematica, conocido como EOS, lo considera en las facetas duales
extensivo/intensivo y ostensivo/no ostensivo y un trabajo interesante en esta
linea es el articulo de V. Font y A. Contreras “The problem of the particular and
its relation to the general in mathematics education” publicado en
Educational Studies in Mathematics, 2008, 69:33-52.

Ciertamente, la intuicion y las conjeturas estan vinculadas con el paso de lo
particular a lo general; y las afirmaciones generales estan vinculadas con la
formalizacion y la demostracion

Es importante que los docentes, cualquiera que sea el nivel educativo en el que
ejerzamos la docencia, tengamos claridad sobre estas perspectivas.

Un breve comentario final es el relacionado con la continuidad de la funcién
exponencial (que se refleja al hacer las graficas) y el caracter discreto que tiene
el problema y el tratamiento que se ha hecho. La vinculacién entre lo discreto y lo
continuo es otro aspecto importante en la matematica y en la educacion
matematica, en el que se ha investigado y todavia hay mucho que investigar.
Nuestras clases y las reacciones de nuestros alumnos nos brindan elementos
para ello.

Apéndice

Si la situacién se pudiera modelizar con una funcion cuadréatica, considerando el
punto (0; 4) como el vértice de una parabola y los otros datos como puntos de su
rama creciente, tal funcion seria de la forma

f(x) =a (x— O + 4
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0 sea fX) =axt + 4
Se,determina el coeficiente a usando un punto de paso, por ejemplo el punto (1; 4,8);
- f(1)=48 =a1l’+4
de donde a = 0,8 y la forma concreta de la funcién seria

f(x) =0,8¢ + 4
Es facil verificar que este modelo cuadratico no corresponde a la situacién descrita,
pues

f(2)=0,8(2f+4=7,2

gue es diferente al valor 5,76 que se da en el cuadro para el afio 2002.
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