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Presentamos una propuesta didactica de una tarea de modelacién de
funciones. Nuestra metodologia consistid en escoger una tarea de modelacién,
ejecutarla, y analizar los resultados obtenidos asi como la propia
implementacion buscando falencias y oportunidades de mejora. De esta forma
también logramos obtener evidencia que pueda ayudar a los docentes a
determinar los procesos de modelacidon que pueden alcanzar los estudiantes
Resumen segun los diferentes momentos de la clase al ejecutar la tarea. Ademas, se
promueve el uso de las cinco practicas para generar discusiones como una
estrategia de gestion en el transito por las diferentes etapas del ciclo de
modelacién. Gracias a esto logramos producir una planificacion mejorada que
potencie la habilidad de modelar de los estudiantes.

Palabras clave: Propuesta didactica, modelacién, discusiones matematicas,
tarea matematica.

We present a teaching proposal of a function modeling task. Our methodology
consisted of choosing a modeling task, executing it, and analyzing the results
obtained as well as the implementation itself, looking for shortcomings and
opportunities for improvement. This way, we also obtain evidence that can help
teachers determine the modeling processes that students can achieve
according to the different moments of the class. In addition, is promoted the use
of the five practices to generate discussions as a management strategy for the
transit through the different stages of the modeling cycle. Thanks to this we
were able to produce an improved planning that enhances the modeling ability
of the students.

Keywords: Teaching proposal, modeling, mathematical discussions,
mathematical task.

Abstract

Apresentamos uma proposta didatica para uma tarefa de modelagem de
fungdes. Nossa metodologia consistiu em escolher uma tarefa de modelagem,
executa-la e analisar os resultados obtidos, bem como a prépria
implementacao, em busca de deficiéncias e oportunidades de melhoria. Desta
forma, também obtemos evidéncias que podem ajudar os professores a
determinar os processos de modelagem que os alunos podem realizar de
Resumo acordo com os diferentes momentos da aula. Além disso, promove-se 0 uso
das cinco praticas para gerar discussdes como estratégia de gestdo no transito
pelas diferentes etapas do ciclo de modelagem. Gracgas a isso, fomos capazes
de produzir um planejamento aprimorado que aprimora a capacidade de
modelagem dos alunos.

Palavras-chave: Proposta didatica, modelagem, discussées matematicas,
tarefa matematica.
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1. Introduccion

Modelar es una competencia matematica que ha llamado la atencion tanto de
documentos curriculares como de investigadores (Frejd, 2013), asi como
matematicos al menos desde el siglo XIX (Schukajlow, Kaiser & Stillman, 2018) y
que es considerada cada vez en un mayor numero de documentos curriculares
alrededor del mundo (Blum, Galbraith & Niss, ctd. en Frejd, 2007). Si bien ha habido
avances en la investigacion sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje en
modelacién (Kaiser, Blum, Borromeo Ferri & Stillman, 2011), el profesorado aun
requiere de herramientas para promover la modelacidén, en particular, de tareas y
estrategias de gestidn que potencien su desarrollo en el aula de matematica.

La importancia de la modelacién en el aula de matematica radica en que
mejora la capacidad de abstraccion de los estudiantes, pues logra que el alumno
construya una version simplificada y abstracta de la realidad (Mineduc, 2015, p. 95);
esto se logra a través de un ciclo (Borromeo-Ferri, 2006; Maal3, 2018) que permite
trabajar con otras competencias o habilidades matematicas (OECD, 2016; Mineduc,
2015).

Implementar tareas de modelacion en el aula es importante porque implica el
desarrollo de interacciones dialdgicas entre profesores y estudiantes que facilitan un
aprendizaje significativo de los fendmenos matematicos asociados a un problema
(Colorado, Alvarez & Ospina, 2011). Esto se vincula con que las tareas de
modelacidon son necesariamente tareas de creacidn, segun la taxonomia de Bloom y
revisada por Anderson (2009), por lo que su utilizacién en el aula fomenta el
desarrollo de habilidades cognitivas superiores.

Uno de los problemas mas frecuentes para incluir tareas de modelacion en el
aula de matematicas viene dado por el sistema escolar, que impide que la habilidad
se desarrolle de forma integral en la practica cotidiana de los profesores
(Schukajlow, Kaiser & Stillman, 2018) y por ello, sigue siendo una cuestion
pendiente en su formacién inicial (Blomhgj y Carreira, 2009). Por esta razon, se
vuelve necesario poner a disposicion de los profesores tareas de modelacion
previamente implementadas y analizadas que les faciliten el integrar la modelacién
en la gestion de sus clases y el comprender como se desarrolla el proceso de
modelacién en sus estudiantes. El objetivo de este articulo es presentar una
propuesta didactica de una tarea de modelacién.

La propuesta didactica consiste en una tarea matematica sobre la modelacion
de un fendmeno asociado a funciones. En su disefio se consideraron los procesos
de modelacién (Borromeo-Ferri, 2006; Maaly, 2006) y las cinco practicas para
orquestar discusiones productivas (Smith y Stein 2011) como una estrategia para
gestionar la competencia de modelacién en el aula. La propuesta didactica se
implementara y analizara con el propdsito de ajustarla para que pueda propiciar
mejores oportunidades de ensefanza-aprendizaje de modelacion en los
estudiantes.
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2. Marco Teoérico
2.1. Procesos de modelacion matematica

Las relaciones de los procesos de modelacion que seran utilizados en esta
propuesta son los planteados por Maal} (2006) y se utilizaran para analizar el nivel
de modelacion alcanzado por los estudiantes.

El ciclo de modelacion empieza con un problema del mundo real. Luego, a
través del proceso de simplificacion, se obtiene un modelo real, del que algunas
veces se pueden conseguir respuestas para el problema. Posteriormente, se
procede con la matematizacion que tiene como resultado un modelo matematico
que, al ser utilizado, produce una solucion matematica. Para finalizar, se procede a
interpretar los resultados obtenidos para validarlos segun como se ajustan a la
realidad; dependiendo del éxito, se procede a repetir el ciclo. Existen al menos dos
situaciones en las que, luego de la validacion, este proceso puede volver a
empezar. La primera viene dada al determinar que el resultado obtenido es erroneo.
La segunda viene dada por la generalizacion del modelo, situacién que es deseable
pues permite profundizar en los procesos de modelacion.

Los procesos de modelacion se ilustran en el esquema de la figura 1:

Matematizar
Simplificar Modelo real . Modelo matemitico
Pt
Problema del Tm.’mjnr. en las
matemdticas
mundo real
\mmfm-
Interpretacon de la Solucion
solucion Interpretar matemitica
REALIDAD MATEMATICAS

Figura 1. Procesos de modelacion matematica (traduccion propia, Maaly, 2006, p.15)
2.2.1 Gestion de la modelacién

Frejd (2013) propone tres mecanismos de evaluacién o acercamientos que
pueden ser beneficiosos para mejorar la modelacién: (1) observar el trabajo de los
estudiantes para poder (2) dar impresiones a los estudiantes sobre su trabajo; y (3)
dar entrevistas para que los estudiantes puedan hacer preguntas sobre su
desempeno. Consideramos que, para una tarea matematica que se implementa en
una sola clase, las dos primeras opciones son las mas viables. Mas tarde, Frejd y
Bergsten (2018) reconocen cuatro procesos que se dan durante una tarea de
modelacién: (1) descripcion de la realidad, un sistema o un problema; (2) entender
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el problema real; (3) abstraccion para (o por) herramientas de representacion como
computadores; (4) negociacion de significados del problema real entre el profesor y
el estudiante.

Utilizaremos estos mecanismos y procesos en la planificacién; y las
vincularemos con las practicas para generar discusiones productivas de Smith y
Stein (2011), ya que consideramos que son una estrategia de gestion del docente
para promover la modelacién. En la tabla 1, se muestran cada una de las cinco
practicas con las acciones propias que realiza el profesor para llevarla a cabo. En
esta propuesta seran conectadas con los procesos de modelacion segun el ciclo
descrito por Maalf (2006; 2018).

Practica

[1] Anticipar las respuestas de los estudiantes antes de la leccién.

[2] Supervisar o monitorear el trabajo de los alumnos y alumnas e involucrarlos en las
tareas.

[3] Seleccionar a algunos estudiantes y sus producciones para que muestren su trabajo
matematico.

[4] Dar una secuencia con un orden especifico a las respuestas de los estudiantes para
analizarlas.

[5] Relacionar o conectar las respuestas de los estudiantes y vincularlas con ideas
matematicas clave de la leccién.

Tabla 1. Acciones del uso de las 5 Practicas (adaptado de Smith y Stein, (2011))

Al vincular las cinco practicas con los mecanismos y procesos recopilados por
Frejd, se puede apreciar que estos ultimos se encuentran contenidos en ellas.
También, resulta interesante observar como las cinco practicas, vinculadas al
proceso de modelacion de Maal, facilitan la transicion de un proceso a otro. Por
ejemplo, al momento de validar, una seleccion de determinados modelos expuestos
por medio de secuencia especifica facilita la validacion de cada uno. Ademas,
también se observa gran potencial argumentativo durante la fase de interpretaciéon
(Henriquez et al. 2020), momento en el que el monitoreo ayuda a involucrarlos en la
discusion.

3. Metodologia

El estudio se realizd en un establecimiento particular mixto de Santiago de
Chile, en un curso de 38 estudiantes (13 a 14 afos). La clase fue gestionada por un
profesor que participd en la evaluacion de la propuesta didactica original. Se
grabaron las acciones del docente a cargo y de dos grupos de alumnos. La clase
durd 1 hora y 30 minutos.

Como mencionamos anteriormente, el objetivo de esta propuesta es ajustar
una tarea de modelacion y proponer acciones especificas para su desarrollo. Para
conseguirlo, se implementd la tarea planificada para su posterior analisis
(planificacién original anexada). Luego, se procedioé a codificar los momentos de la
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clase en funcion del proceso de modelacién que se llevo a cabo y las cinco practicas
de Smith y Stein (2011). Terminado el analisis, se ajustd tanto la tarea como la
planificacion, con acciones docentes especificas para que los estudiantes alcancen
una modelacion mas profunda. De esta manera buscamos validar la tarea como
pertinente para desarrollar la competencia de modelacion. La propuesta didactica
que se obtuvo como resultado del analisis, se encuentra en el apartado 6.2.

El estudio se divide tres etapas:

Disefio e implementacién: seleccionamos una tarea matematica de
modelacién y anticipamos posibles respuestas, errores, dificultades y modelos de
los estudiantes. En la implementacion se separo al curso en grupos pequeios (de 3
a 5 alumnos) segun afinidad; se grabd al profesor y a dos grupos escogidos
previamente segun su potencial. Se recogio evidencia escrita de todos los grupos.

Evaluaciéon de la implementacion: la gestion del profesor y todo lo ocurrido
en la implementacién fue analizado en funcion del ciclo de modelacién (Maalfd 2018)
y de las cinco practicas; con especial atencion en los procesos promovidos por el
profesor y los niveles de modelacién alcanzados por los estudiantes. Toda la
evidencia videografica fue codificada para su posterior analisis.

Innovacioén: con los resultados obtenidos en el analisis, se procedié a adaptar
la tarea matematica, afiadiendo nuevos datos, preguntas y subtareas. Ademas, se
afiadieron nuevas acciones docentes a la planificacién. Todo esto con el objetivo de
generar nuevas oportunidades de ensefianza-aprendizaje que faciliten un mayor
desarrollo de la competencia de modelar.

4. Analisis de datos

En este apartado se analizan distintos aspectos relacionados con la tarea y su
implementacion. Para la tarea matematica se realiza un analisis a priori de su
potencialidad como tarea de modelacion y los posibles modelos que podrian utilizar
los estudiantes en su resolucién. Para la implementacion se toma en consideracion
tanto la gestion del profesor como el trabajo de los estudiantes.

4.1 Tarea Matematica

A continuacién, en la figura 2 se presenta la tarea matematica seleccionada,
disefiada por Aravena y Caamafo (2007). Seleccionamos esta tarea por dos
razones. Primero, consideramos que promueve intrinsecamente la modelacion.
Segundo, se trata de una situacion real, en la linea de lo planteado por Maal3, quien
postula que los ambientes de aprendizaje de los estudiantes deben ser auténticos
(2018) en el contexto de una tarea de modelacion matematica.
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Cuidemos el Medio Ambiente

En 1896 el cientifico sueco Svante Arrhenius fue el primero en predecir el efecto invernadero
como resultade de las emisiones de didxido de carbono en el aire por parte de los paises
industrializades. La quema de combustibles fdsiles continda produciendo 5.4 mil millones de
toneladas de carbono al afio, las cuales son absorbidas por la atmdsfera y por los océanos.

En 1990 el Grupo Internacional sobre el Cambio de Clima (6ICC) pronosticd que, de continuar
la tendencia actual, aumentard la temperatura promedio global de la Tierra. La tabla 1 muestra los

datos del aumento de la temperatura global pronosticada en grados Celsius.

Tabla 1
Aumento de la temperatura global pronosticada en grados Celsius
Afio Temperatura
1980 0.0
2000 0.42
2020 0.84
2040 1.26
2060 1.68
2080 2.10

A partir de la informacion, realiza las siguientes tareas:

(a) Represente los datos en un grafico. ¢Qué Tipo de grafica te resulta?

(b) A partir de la grdfica determina una expresion algebraica de manera que concuerde con los
datos.

(c) Predice la temperatura estimada para los afios 2030 y 2085.

(d) Tomando tu expresion algebraica (o modelo) explica el significado de los coeficientes
y llega a una expresion general.

Figura 2. Tarea Matematica. Extraido de Aravena y Caamaiio (2007)

A continuacién, se procedera a analizar la tarea matematica. Primero,
desarrollaremos brevemente la gestidon de esta tarea utilizando las cinco practicas
(Smith & Stein, 2011). Segundo, analizaremos como la tarea invita a los estudiantes
a transitar por distintos procesos de modelacion (Maall, 2006). Tercero,
anticiparemos los posibles modelos que podrian construir los estudiantes analizando
los razonamientos que hay detras de ellos.

4.1.1 Andlisis de la gestion de la tarea matematica
Sobre cémo utilizar las cinco practicas en esta tarea se detalla en las
acciones del docente que se encontraran en la planificacion ajustada mas adelante.

Sin embargo, a modo de resumen, antes de la clase se anticipan posibles
respuestas y obstaculos de los estudiantes. Durante su implementacion se separa a
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los estudiantes en grupos pequefos para facilitar el monitoreo del trabajo y para
generar una mayor discusion de la tarea, en este punto el profesor es el encargado
de profundizar en el pensamiento de los estudiantes, de responder y plantear
preguntas deliberadas y de discutir los significados matematicos con los grupos,
esto con el fin de avanzar en el ciclo de modelacion. Luego, se seleccionan modelos
producidos por los estudiantes y se organizan en una secuencia especifica, en este
caso segun la complejidad de las representaciones, para que sean expuestos al
curso y generar una discusidon que permita validar los modelos.

4.1.2. Analisis de los procesos de modelacion

El disefio original de esta tarea matematica por Aravena y Caamano es
apropiado para una tarea de modelacién en el sentido de que establece una
secuencia que permite a los estudiantes avanzar a través de los procesos de
modelacién siguiendo el esquema de Maal}.

El enunciado presenta varios aspectos que ayudan en este topico ya que, una
vez presentada la tarea matematica, la primera indicacion que se les entrega a los
estudiantes es que realicen un grafico en el apartado (a); asi, se les invita a utilizar
un método de representacion diferente a la tabla presentada por el enunciado,
favoreciendo la comprension del problema en el proceso de simplificacion. El grafico
permite observar que los datos tienen una relacion lineal que se puede expresar a
través de una funcion lineal o afin, o de una proporcion directa. Esto ayudaria a
matematizar el problema y a construir una expresion algebraica segun el
razonamiento anterior, lo que se indica en el apartado (b). El apartado (c) promueve
el trabajo de las matematicas al utilizar el modelo para predecir valores que no se
encuentran en el enunciado. Esto incide en la validacion de los modelos
matematicos, ya que al interpretar las soluciones que nos entrega el modelo
construido en el problema real podemos determinar su pertinencia y coherencia;
este punto es mas importante de lo que parece, pues los alumnos no tienen a
validar sus modelos (Stillman & Galbraith, 1998 ctd. en Czocher 2018). Finalmente,
el apartado (d) promueve avanzar a una proyeccion del modelo matematico, de
manera que sirva para otros contextos con caracteristicas similares.

4.1 3. Posibles modelos y procedimientos

Consideramos que existen cinco modelos o procedimientos que pueden
desarrollar los estudiantes al resolver esta tarea. Tres de ellos corresponden, segun
el esquema de los procesos de modelacién de Maal, a modelos del mundo real: (1)
razonamiento proporcional; (2) tablas y promedios; y (3) un grafico que permita
aproximar el aumento de la temperatura en algun afo especifico. Las dos opciones
restantes corresponden a modelos matematicos: (4) f(x) = 0,021x — 41,58 dénde x
representa el afo en que se desea observar el aumento de temperatura, y (5)
f(x) = 0,021x donde x representa los afos transcurridos desde 1980. Lo
interesante de estos dos ultimos modelos es que uno corresponde a una funcion
lineal y el otro a una funcién afin, ambas correctas y que dependen del significado
de la variable independiente. Consideramos que gestionar la construccion de ambos
modelos permite generar una discusién productiva que enriquece el desarrollo de la
competencia de modelacion y la profundizacion de significados matematicos.
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4.2 Analisis de la implementacion
4.2.1. Gestion del profesor

Para realizar el analisis de la gestién del profesor se toman en consideracion
dos tipos de fuentes directas: (1) el video de la clase donde se implementé la tarea
de modelacion; y (2) la planificacion de la misma. A continuacion, se analizara, por
un lado, la gestion de la modelacion y, por otro lado, el uso de las cinco practicas.

4.2.1.1 Con respecto a la gestion de la Modelaciéon

Al iniciar el desarrollo de la tarea, los estudiantes se encuentran en la
simplificacion del problema del ciclo de Modelacion (Maaf3, 20018) donde se espera
que identifiquen los datos y los relacionen a través de significados matematicos.
Con el monitoreo de los primeros grupos se destaca la necesidad de gestionar la
discusion para promover la comprension del problema, a través de preguntas
fundamentalmente de identificacion, como se observa en el siguiente dialogo:

Profesor: pero para graficar, ;qué hiciste primero para graficar?

Alumna 1: poner los datos

Profesor: los datos, ¢y cuales son los datos?, ;dénde estan en el problema?
Alumna 1: aca (sefiala el cuadro de la guia)

Alumna 2: la temperatura

Profesor: esa seria la variable, ;verdad?

Alumna 3: el afio lo voy a poner abajo, la temperatura al lado

Profesor: ¢y por qué lo pones abajo y no al reves?

Alumna 3: porque ahi van, el afio esta primero, entonces va ir sostenido en el

En este episodio, el profesor quiere destacar la identificacion de las variables
del problema: temperatura y afio, que se encuentran en la tabla que indica Alumna
1. Pero también, al realizar la ultima pregunta promueve la comprension de la
relaciéon de las variables, ya que la dependencia de una variable sobre la otra
permitira avanzar a un razonamiento matematico proporcional que contribuira en la
matematizacion del problema. Aqui la gestidon del profesor se hace necesaria sobre
todo para promover el uso de sistemas de representaciones y conocimientos
matematicos que ayuden a los estudiantes a aclarar y/o expandir sus
conocimientos. Sin embargo, observamos que no fue necesario realizar este tipo de
preguntas después de la primera media hora en la que los estudiantes han
desarrollado de la tarea. Creemos que esto se debe a que la simplificacion del
problema real esta vinculado a la discusién grupal que surge de forma espontanea
para resolver la tarea en los grupos, por lo que el desarrollo de este proceso de
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modelacion se promueve en los estudiantes otorgandoles un tiempo prudente sin
necesidad de una intervencién del profesor.

Durante el proceso de Matematizacién para construir un modelo matematico,
en varias oportunidades fue necesario que el profesor promueva en los estudiantes
que expliciten los modelos reales en términos matematicos, sobre todo a través de
una expresion algebraica como lo indica la tarea matematica en el apartado (b)
(figura 1). Se observdé que los estudiantes tienen dificultad para expresar el
razonamiento en términos algebraicos o llanamente tienen dificultades con el
concepto de “expresion algebraica”. Como se observa en el siguiente dialogo:

Alumno 1: encontré aqui la temperatura con respecto a los afios y la expresion
algebraica la estoy sacando en base a los afios, lo que se da en un ario...

Profesor: ;como llegaste a esos resultados?, ;qué te diste cuenta? (indica la
guia de trabajo del estudiante).

Alumno 1: porque, me di cuenta que por cada 20 afios aumenta 0.42, entonces
este (indica los afos en la tabla), ya que, pide 10 afios dividi 0.42 entre 2 y me dio
0.21 y lo sume y me dio esto (indica la guia de trabajo 1,05)

Profesor: ya, y ¢podrias eso expresarlo como una forma mas general?, porque
si yo te dijera cuanta temperatura aumento en el afio 4100 (que no sale en la tabla
de la guia), ¢lo vas poder hacer asi como ir sumando, e ir sumando...?, deberias
llegar como a una expresion quizas mas general.

Alumno 1: mmm...
Profesor: esa es la idea, llegar a una expresion mas general.

Alumno 1: ;como asi?, no entiendo.

En este episodio, Alumno 1 ha utilizado el razonamiento proporcional esperado
para dar solucion al apartado (c) de la tarea, sin embargo, ese razonamiento aun no
lo ha expresado a través de una expresion algebraica. El profesor identificando este
obstaculo lo invita a predecir el aumento de temperatura para afios mas lejanos a
los que se presentan en la tabla del enunciado, con el fin de comprender que utilizar
este procedimiento se tornara engorroso por que le sera necesario construir una
expresion general utilizando términos algebraicos que le permitan avanzar de un
modelo real a un modelo matematico. Un aspecto interesante de considerar en este
estudio es que en otros momentos de la clase fue necesario describir el concepto de
‘expresidon algebraica”, como expresion general, expresion utilizando letras como
variables o féormula matematica par que los estudiantes comprendan que debian
construir el modelo matematico en términos algebraicos.

4.2.1.2 Con respecto al uso de las Cinco Practicas
La practica mas utilizada durante toda la implementacién fue la de monitorear
el trabajo de los estudiantes para involucrarlos en la tarea matematica. Esta se dio

de manera interactiva, es decir el profesor tuvo contacto directo con los estudiantes
y ayudd de manera considerable a profundizar en los razonamientos y estrategias
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de los estudiantes (accion 2.a de la Tabla 1) como apreciamos en los dialogos
anteriormente descritos. Ademas, ayudoé al profesor a tener claridad del proceso de
modelacién que los estudiantes estaban alcanzando, identificar errores y estrategias
que no habia anticipado con anterioridad y seleccionar los diferentes modelos
matematicos que se comunicaran en la puesta en comun (accién 2.b de la Tabla 1).
Sin embargo, al iniciar el proceso de simplificacién del problema, las preguntas que
dirige el profesor son cerradas por lo que muchas veces induce la respuesta de los
estudiantes en contraposicion de la accion 2.a de la Tabla 1, como se aprecia en el
siguiente dialogo expresado en el monitoreo de un grupo:

Profesor: aumenta la tasa de carbono, la temperatura... ;se acuerdan como
se llamaba eso de que si aumenta una variable aumentaba la otra?

Alumna 4: directa...
Profesor: ;qué tipo?
Alumna 4: una proporcionalidad directa

Profesor: una proporcionalidad directa, ;cierto?, ya genial... y en eso,
proporcionalidad directa, ;se acuerdan de que habia algo que se mantenia
siempre?

Alumna 5: eh...
Profesor: tenia un nombre. ..
Alumna 5: constante...

Profesor: la constante de proporcionalidad, bien Alumna 5, hay una
constante. Entonces, tienen que descubrir cual es la constante de proporcionalidad
con esos datos. Y la idea, es que le piden como proyectar o estimar la temperatura
del afio 2030 y del ario 2035. Entonces, ahora con esto, quizas puedan llegar a una
forma mas general.

Las preguntas “;se acuerdan como se llamaba eso de que si aumenta una
variable aumentaba la otra?”y “;se acuerdan de que habia algo que se mantenia
siempre?” podrian responderse perfectamente con un si 0 no sin un mayor
razonamiento, ya que si bien se aprecia una intencion de que los estudiantes
identifiquen los conceptos matematicos asociados a la relacion de las variables, la
pregunta no promueve la utilidad que tienen estos términos para la construccion del
modelo matematico. Esta ambigledad o poca direccion en las preguntas puede
entorpecer los procesos de modelacion.

Incluido en el monitoreo esta la accion de tomar notas de las producciones
que van desarrollando los estudiantes (accidén 2.a de la Tabla 1), accién que estuvo
ausente tanto en la planificacion como en la implementacion de la tarea, por lo que,
al momento de entregar una retroalimentacion sobre el trabajo de los estudiantes,
estos no logran apreciar con claridad como reorientar o clarificar las estrategias de
resolucion. Esto se evidencia en el dialogo con Alumno 1 que no logra comprender a
qué se refiere el profesor con obtener una expresion mas general, y este no logra
describir ese concepto de una manera mas comprensible.
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A medida que se monitorean los grupos, se logroé evidenciar la practica de
anticipar, en la cual el profesor previamente determina los posibles resultados,
estrategias, errores u obstaculos (acciones 1.b, 1.cy 1.d de la Tabla 1) que puedan
surgir en el desarrollo de la tarea por los estudiantes, como sucede en los dialogos
anteriores. También, esta practica se devela desde la presentacion de la tarea
matematica al iniciar la clase, como muestra el siguiente dialogo:

Profesor: la clase de hoy dia trata sobre un problema de modelacién, se va a
basar todo en un solo problema de modelacion. Hemos estado trabajando eso si, se
acuerdan un poco ¢ qué significaba modelar?

Alumna 6: ; modelar?
Profesor: modelar en matematica
Alumno 2: crear una forma como de entender algo

Profesor: crear como una forma de entender una situacion cotidiana
matematicamente, obvio, estamos en clases de matematica...

Aqui el profesor comunica a los estudiantes que realizaran una tarea
relacionada con la competencia de modelacion y con ello, comunica los
aprendizajes asociados de la clase (accion 1.a de la Tabla 1).

Las demas practicas (anticipar, secuencia y conectar) si bien se consideraron
en la planificacion de clases, no se alcanzaron a evidenciar de manera significativa
en la implementacién de la tarea matematica, por el poco tiempo en que fue
realizada.

4.2.2. Trabajo de los estudiantes

Para realizar el analisis del trabajo de los estudiantes en relacion con los
procesos de modelacion de Maald se toman en consideracién dos tipos de
evidencia: (1) los videos de las dos clases, que registraron el trabajo de dos de los
siete grupos, (2) las producciones de los estudiantes.

La evidencia muestra que todos los grupos pasaron por el proceso de
simplificacion. Ya se analiz6 como la gestion del profesor aporté a esta situacion; no
obstante, se observa en la evidencia que los estudiantes ven facilitada la
simplificacion de datos al realizar el grafico sugerido por el enunciado. También se
observa que todos los grupos respondieron las preguntas de la tarea. Se debe
destacar que, al menos en los dos grupos que fueron grabados, el apartado (b),
correspondiente a la modelacién, fue contestado después del (c). Esta situacion
desencadend en que los grupos no utilizaron su modelo para desarrollar la tarea
matematica.
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En general, la mayoria de los grupos escribié relaciones algebraicas similares
a la mostrada en la Figura 3. 20x=0.42y. Esta relacién, segun el analisis de la
interaccion de los grupos, indicaria que los afios aumentan de 20 en 20 por cada fila
de la tabla entregada, mientras que la temperatura lo hace de 0.42 en 0.42. Los
modelos erréneos podrian llevar a resultados erréneos. Sin embargo, €so no se
observa. La mayoria de los grupos logré responder el apartado (c) sin mayor
dificultad (lo que se ve en las figuras 3 y 4), y eso se debe a que usaron un
razonamiento proporcional. El analisis sugiere que los alumnos no tuvieron tiempo
para poner a prueba su modelo pues, una vez contestada la pregunta (c) y
construido el modelo, utilizaron el tiempo que quedaba para disefiar su cartel.

Se observa también que ninguno de los grupos de trabajo fue capaz de llegar
a los modelos de funcién lineal o afin que la tarea esperaba que fuesen
desarrollados. Es mas, muchas de las expresiones algebraicas obtenidas parecen
ser traducciones incorrectas del lenguaje natural al algebraico; s6lo un grupo
escribié una funcion lineal que, por un error en el uso de la formula, tenia mal
calculada la pendiente (se invirtieron el divisor y el dividendo).

Un hecho particular a rescatar es que se observd a uno de los grupos de
trabajo sumar 20 grados a todas las temperaturas. La evidencia muestra que esto
se debe a que la pregunta (c) solicitaba predecir “la temperatura” y no el “aumento
de temperatura”. En este proceso el grupo necesariamente pasé por una etapa de
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validacion de sus respuestas llegando a la conclusion de que eran incorrectas e
iniciando el ciclo nuevamente; se observa que en la etapa de simplificacion
decidieron que 20 grados era una buena estimacion para una temperatura
agradable que no conocian y la sumaron a los aumentos que poseian.

5. Resultados

Clasificaremos los resultados del analisis anterior en dos aspectos que
permiten una mejor comprension de las acciones que deben realizar tanto
profesores como estudiantes para un mejor desarrollo de los procesos de
modelacién: segun la gestion del profesor respecto a la promocion de los procesos
de modelacién y segun el trabajo de los estudiantes respecto al transcurso de un
proceso a otro.

5.1 De la gestion del profesor

Considerando que la practica de gestion mas utilizada en la construccion del
modelo matematico es el monitoreo, ya que es parte de cada uno de los episodios
mencionados anteriormente; y que el proceso de modelacién que alcanza a
promover el profesor es a lo mas la validacion, podemos concluir que el monitoreo
es la practica mas importante para promover el transito por los distintos procesos
del ciclo de modelacién propuesto por Maall (2018), que se dan antes de la
validacion. Por ello, es necesario que el profesor realice un monitoreo efectivo que
permita reorientar o clarificar las estrategias de construccion de los modelos
matematicos, asi como profundizar en los conceptos matematicos asociados a ellos;
también sera necesario monitorear un amplio espectro de grupos dada la relevancia
de esta practica para el desarrollo de la competencia.

El monitoreo asociado con la practica de anticipar respuesta permite que el
profesor cuente con estrategias que lo ayuden a ser mas efectivo al momento de
gestionar errores o procedimientos incorrectos en los modelos construidos en el
monitoreo, y de esta manera ser mas eficiente en el tiempo que le conlleva
monitorear un grupo. En relacion con el tiempo de monitoreo, el profesor puede
hacer uso de la suscitacion de las ideas de los estudiantes (Boerst, Sleep, Ball &
Bass, 2011) no solo para profundizar en el razonamiento de los estudiantes, sino
para involucrarlos en la tarea matematica, ya que con una mayor comprension de la
tarea logra que el grupo trabaje de manera mas dirigida e independiente, de tal
forma que se logre monitorear a mas grupos en la clase. Otra accion importante
asociada al monitoreo es que el profesor tome nota de las producciones de los
estudiantes, para que luego de su analisis pueda entregar una retroalimentacion
mas efectiva a los grupos (Gibbs & Simpson, 2009) y seleccionar con un enfoque
claro los modelos que va a secuenciar para ser discutidos.

La practica de anticipar respuestas invita al docente a que luego de
implementar la tarea, este la pueda completar, mejorar o ajustar con los errores,
procedimientos y modelos que no fueron anticipados previamente y que fueron
expresados en la clase. Esto otorgara al profesor una vision clara para el disefio de
preguntas que le permitan a los estudiantes hacer las conexiones del problema con
los conocimientos matematicos asociados. Por lo que esta practica esta ligada a la
matematizacion del problema real y a la construccion del modelo matematico.
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Para alcanzar el proceso de validacion con la tarea matematica, el profesor
puede utilizar las practicas de seleccionar, dar una secuencia y hacer conexiones
entre respuestas e ideas matematicas para gestionarlo, por medio de una
exposicion y discusién de los modelos. Si bien, esto no se realizé en nuestro
estudio, consideramos que, para alcanzar una modelacién mas profunda de la tarea
con la validacion de los modelos, estas practicas son pertinentes para ello.

5.2 Del trabajo de los estudiantes

El analisis del trabajo de los estudiantes muestra que la tarea matematica se
ve parcialmente impedida cuando esta se realiza en un intervalo de tiempo limitado
a dos horas pedagodgicas. Esto dificulta a los estudiantes atravesar la etapa de
validacién que les permitiria pulir y mejorar su modelo. Por esta razén se vuelve
necesario aumentar la cantidad de horas pedagdgicas destinadas a la
implementacién de la tarea. Con este tiempo extra se pueden realizar dos tipos de
mejora para facilitar que los estudiantes validen sus modelos: (1) la primera forma
de mejorar seria en la etapa anterior a las exposiciones, aqui los estudiantes
pueden probar su modelo preliminar con nuevos datos; (2) la segunda podria ser
posterior a las exposiciones, en la que los alumnos ponen a prueba dos o tres
modelos, tanto propios como de otros grupos, previamente seleccionados por el
profesor; asi el grupo tiene oportunidad de dar sus opiniones y pulir los modelos de
sus companeros.

Otra situacion que se observo es que los alumnos encontraban una expresion
algebraica que, segun su interpretacion, modelaba la situacion, aun cuando esta era
incorrecta. El analisis sugiere que los estudiantes tendian a responder las preguntas
utilizando un razonamiento proporcional y luego buscaban una expresion algebraica
que se ajustase a los resultados. Para evitar que esto ocurra se puede solicitar a los
alumnos que calculen mas valores que sean dificiles de obtener utilizando un
razonamiento proporcional, de manera que hagan uso de la expresién algebraica
para ello y con esto logren determinar la validez de su modelo.

6. Propuesta didactica de la tarea matematica ajustada de modelacién

A continuacion, se presenta la tarea matematica ajustada de acuerdo el
analisis de la implementacién de la tarea original. Optamos por dividir el desarrollo
de la tarea en dos clases, asi que se presentan las respectivas planificaciones.

6.1 Ajuste de la Tarea matematica

Optamos por mantener el enunciado original de Aravena y Camano (2007),
haciendo algunas modificaciones los tiempos sugeridos y las preguntas.

Primero, la tarea ahora esta disefiada para ser aplicada en dos clases.
Segundo, se han afadido preguntas para asi facilitar el que los estudiantes inicien
un proceso de validacion del modelo que propongan.
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a | Realice un listado de los posibles contenidos matematicos relacionados con el problema para
solucionarlo.

b | Organice y represente los datos en un grafico. Qué tipo de grafico te resulta?

¢ | A partir de las caracteristicas del grafico determinen una expresién algebraica (o férmula)
que concuerde con los datos.

d | Con el modelo matematico anterior (férmula) predice el aumento de temperatura estimada
para los afios 2030 y 2085.

e | Utilizando el mismo modelo predice el aumento de temperatura estimada para los afos 2100,
2321, 2980, 3200 y 3333 (pueden organizar los datos en una tabla)

f | Expliquen el significado de los coeficientes utilizados en el modelo matematico (o férmula) y
obtengan una expresion general que pueda predecir el aumento de temperatura de otros
planetas.

Tabla 2. Nuevas preguntas para el enunciado de la tarea

6.2 Ajuste de la planificacién original.

A continuacion, se muestran las planificaciones de las dos clases modificadas
segun los resultados obtenidos. Tal como antes y en ambas se espera que el curso
sea dividido en grupos, el tamafo de estos queda a libre disposicion del profesor.

6.2.1 Clase 1

La planificacién de la primera clase; empieza por el acercamiento a la tarea
matematica y termina con la exposicion de los modelos de los estudiantes.

Proceso de Qué hacen los estudiantes Qué hace el docente
modelacién
Simplificar Se establecen en grupos; leen el Lee el problema en voz alta 'y da
problema 'y organizan los datos; | las instrucciones de la clase.
reconocen y nombran las variables Comunica que no solo se espera
involucradas; realizan un listado de | que resuelvan los problemas, sino que
contenidos matematicos asociados a la | realicen un modelo matematico.
tarea; y discuten las estrategias a utilizar El profesor monitorea el trabajo
para desarrollar los items de la tarea con el fin de identificar los datos de la
tarea, para ello, plantea dudas, elicita
el pensamiento de los alumnos y cuida
de no dar respuestas.
Matematizar Los estudiantes grafican la El profesor monitorea el trabajo:

informacion de la tabla; relacionan las
variables con una funcion lineal o afin, o
un crecimiento de tipo proporcional
directo; describen el modelo inicial,
matematizan y crean un modelo.
Podrian llegar a expresiones
como f(x)=20x o f(x)=0.42x.
Seguramente se deba a que no se estan

responde dudas, invita a utilizar los
conceptos de pendiente, constante de
proporcionalidad y coeficiente de
posicion; mediante preguntas tales
como: ¢como se relacionan el afio y la
temperatura entre ellas?, ise
relacionan de manera proporcional,
qué tipo de proporcién?, ;coémo
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relacionando las variables entre si, sino | pueden graficarse los datos, la linea
que cada una con la fila en la que se | pasa por el origen (del plano
encuentra. cartesiano)?
Trabajar en Utilizan su modelo para responder Monitorea: invita a los
matemdticas a las preguntas indicadas, o bien no lo estudiantes a utilizar su modelo en la
utilizan. resolucién de las primeras preguntas.
Interpretar Los resultados matematicos Monitorea el trabajo de los
tienen una interpretacion directa. estudiantes, tomando nota de los
Disefian un cartel para exponer su | modelos construidos; y selecciona los
modelo al resto del curso. grupos que expondran sus modelos,
segun la variabilidad y complejidad de
los modelos.

Validar Podria darse en cada grupo de Invita a mejorar y/o ajustar los
forma espontanea antes del proceso de | modelos de los grupos avanzados, ya
disefio de los carteles al utilizar los sea a pasar de un modelo de funcién
modelos para encontrar la solucion afin a lineal, o bien ayudando a
matematica. Sin embargo, el foco esta detectar modelos erréneos.
en la segunda clase.

Tabla 3. Planificacion clase 1
6.2.2 Clase 2
Proceso de Qué hacen los estudiantes Qué hace el docente
modelacién
Validacion Algunos grupos seleccionados Coloca frente al curso todos los
(exposiciones) | por el profesor comunican su modelo en | carteles.
una exposicion. El profesor secuencia la exposicion
Muestran su modelo, explican los | de los modelos segun complejidad,
procedimientos y estrategias utilizadas. siendo el razonamiento proporcional el
Analizan los modelos de sus | mas bajo y las funciones el mas alto.
compaferos, discuten su validez y los
verifican.
Validacion Ponen a prueba dos o mas Selecciona los modelos de

modelos seleccionados por el profesor
utilizando nuevos datos; calculando
anos mas distantes.

Argumentan si estos funcionan o
no. Reflexionan sobre sus capacidades
y limitaciones (por ejemplo, es poco
practico calcular la temperatura del afio
1000 utilizando un grafico).

Generalizan los modelos
identificando el significado de las
variables.

funciones si estos aparecen. Si hay
dos modelos de funciones
equivalentes, pero con parametros
distintos, entonces guia una discusion
en torno a por qué dan los mismos
resultados.

Conecta los argumentos de los
estudiantes con matematicas mas
profundas o con un lenguaje
matematico mas elaborado, por
ejemplo, “cuando dices que no
consideras estos datos, quieres decir
que el dominio y recorrido de la funcién
es limitado o no son todos los reales”,
“cuando mencionan que este numero
no tiene sentido en el problema,
quieres decir que el coeficiente de
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posicion de esta funcién afin no tiene
una interpretacion en el resultado del
problema”, etc.

Tabla 4. Planificacion clase 2

7. Conclusiones

Disenar tareas de modelacién no es sencillo. Incluso tareas que fueron
disefiadas para favorecer el desarrollo de los procesos de modelacidén pueden verse
impedidas, por varios factores. Algunos de estos factores que dificultan el modelar
pueden ser relativos a la gestion del profesor, a caracteristicas del sistema
educativo o simplemente a dificultades particulares de los estudiantes.

Una de las principales dificultades corresponde a la escasez de tarea de
modelacién junto con la dificultad para disefarlas. Si un docente requiere de
ensefiar a modelar necesita una variedad de tareas listas para ser implementadas, o
bien de mucho tiempo libre para crearlas.

Otra de las principales dificultades que pueden surgir a la hora de modelar
viene dada por el tiempo destinado a la tarea. Consideramos que, al requerir
habilidades cognitivas superiores, la modelacion necesita de tiempo, no solo para
que los estudiantes puedan disefiar un modelo, sino que para ponerlo a prueba y
lograr su validacion.

El desarrollo de una tarea de modelacién es un proceso dinamico en el aula de
matematicas, no solo porque promueven el desarrollo de otras competencias
matematicas como la argumentacion, sino porque es posible que los estudiantes
resuelvan esta tarea con modelos matematicos que no se han anticipado, sean
estos correctos o no. Por ello, que este tipo de tareas invita a los profesores a
ajustar la planificacion de las clases donde se desarrollan y utilizar nuevas
estrategias de gestion que promuevan los procesos de modelacion.

Consideramos que esta tarea esta limitada por la especificidad del contenido
asociado y los posibles modelos resultantes, 1o que no nos permite asegurar que se
logre gestionar de forma parecida con un contenido, por ejemplo, de geometria. En
este punto, creemos que las representaciones matematicas inciden en la forma de
abordar la gestion de la tarea.

A modo de proyeccién, consideramos que puede ser interesante disefiar una
propuesta de evaluacion para esta tarea, pues necesariamente surgen preguntas a
la hora de considerar aquel aspecto. ;Como evaluar la complejidad del modelo? ¢y
su funcionalidad? ;seria apropiado calificar inferiormente a un estudiante que
consiga un modelo poco profundo pero funcional?
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