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REVISTA IBERDAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA

Ideas para la clase de logaritmos

Raquel Susana Abrate y Marcel David Pochulu

Resumen

En este trabajo presentamos algunas sugerencias de disefio de actividades para la clase de
logaritmos, tratando de buscar la comprension de los conceptos y procedimientos e intentan-
do dotarlos de mayor sentido para los estudiantes. Para ello, proponemos recuperar la cons-
truccion histérica por la que atravesaron, las nociones de progresion geométrica y aritmética,
y algunas de sus multiples aplicaciones.

Abstract

In this article some suggestions of design activities for the logarithm lesson are presented,
trying to look for the comprehension of concepts and procedures and providing a major sense
for the students. To do it, we propose to get back the historical construction they have
crossed over, the conceptions of geometrical and arithmetical progression and some of the
multiple applications.

Introduccion

En una gran cantidad de casos, la ensefianza de los logaritmos se realiza de
manera algoritmica y descontextualizada. Generalmente se parte de la definicion, se
dan algunos ejemplos, luego se enuncian y ejemplifican las propiedades y finalmente
se realizan los ejercicios. Asimismo, los ejercicios suelen ser largas listas donde hay
gue calcular el logaritmo de un namero —en diferentes bases— de manera directa o
valiéndose de las propiedades; o bien, el calculo de dicho numero aplicando
finalmente el antilogaritmo.

En este sentido, acordamos con Lefort (2001) pues sostiene que aunque esta
introduccién sea matematicamente satisfactoria, se halla bastante lejos de ser
evidente para los estudiantes y su propiedad fundamental queda oculta. Ademas, el
problema historico que llevé a concebir los logaritmos también estaria ausente a
pesar de que su uso, para presentar esta nueva nocion, tiene la ventaja de la
simplicidad: se trata sencillamente de construir una tabla que permita realizar
rapidamente multiplicaciones, divisiones y potencias.

Creemos que muchas veces el modo en que se ensefia Matematica dificulta
gue se comprenda la relevancia del tema, que se entiendan los obstaculos del pasa-
do y que adquiera real sentido, al menos en parte, para muchos de nuestros alum-
nos. Ensefiar contenidos matematicos desprovistos de su historia suele acarrear el
inconveniente de que pueden ser concebidos por los alumnos como algo artificioso y



Ideas para la clase de logaritmos
Raquel Susana Abrate y Marcel David Pochulu

arbitrario de esta ciencia. La perspectiva histdrica no sélo permite conocer como se
crearon y construyeron los conceptos y las teorias que hoy manejamos, producto de
un trabajo acumulativo, sino también, faculta para comparar técnicas y métodos ac-
tuales con otros que se utilizaron en el pasado. Asi, el guehacer matematico se torna
valioso al poner de manifiesto que un mismo problema se resolvi6 de maneras dife-
rentes en distintas épocas.

Pensamos que recurrir a la narracion de las vicisitudes que debieron sortearse
a lo largo del tiempo, hasta llegar a estos conocimientos, puede ser una manera de
“humanizar” el contenido matematico, aproximandolo a la realidad del alumno, y tal
vez, una manera mas apropiada para iniciar su abordaje.

Asimismo, al enfoque histérico debiéramos anexarle su aplicacién, no sélo a
contextos intramatematicos, sino también extramatematicos, para que el alumno
pueda comunicarse mediante la Matematica y se apropie de diferentes visiones de
esta ciencia, construyendo la suya propia. La integracion de distintas areas es uno
de los aspectos que estimula el interés de los alumnos y por eso proponemos dise-
Aar y planificar algunas actividades para ser llevadas al aula con este propésito, a la
vez que colaboran en la construccion de nuevos conceptos. Como expresa Schoen-
feld (1985) “de bien poco sirve saber lo fundamental, si no se sabe cuando ni donde
usarlo”, a lo que agregamos que, la posibilidad de usarlo requiere conocimientos
previos que permitan conocer un concepto matematico en una situacion no matema-
tica. ¢ De qué manera es posible llevar esto a la practica? Creemos que poniendo el
acento en el proceso de aprendizaje mas que en el de ensefianza y resaltando que
“hacer Matematica” implica, entre otras cosas, resolver diferentes problemas, utili-
zando los mismos contenidos matematicos en distintas situaciones.

Abordando los logaritmos en la clase de Matematica

Retomando la idea original de Napier, que motivara el surgimiento de los loga-
ritmos, nos proponemos abordar el tema de un modo similar, aunqgue mucho mas
acotado y simplificado. Podriamos comenzar calculando, como lo hacemos habi-
tualmente y sin ayuda de la calculadora, las siguientes multiplicaciones:

a) 16 x 512 b) 81 x 19683 C) 256 x 262144  d) 625 x 1953125

Aplicando el algoritmo de la multiplicacion tendriamos:

51 2 1 9 6 8 3

X 1 6 X 8 1

+ 3 07 2 + 1 9 6 8 3
5 1 2 1 57 46 4

8 1 9 2 159 4 3 2 3
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2 6 214 4 1 953125
X 2 5 6 X 6 2 5
157 2 8 6 4 9 7 6 56 25
+ 13107 20 + 3 906 250
5 2 4 2 8 8 11718750
6 71 0 8 8 6 4 12207 03125

Ahora bien, podriamos construir una tabla que contenga algunas potencias de ba-
se y exponente natural, como la que aparece a continuacion (Tabla N° 1), y localizamos
en ella cada uno de los resultados obtenidos.

n 2" Bl 4" 5"

1 2 3 4 5

2 4 9 16 25

3 8 27 64 125

4 16 81 256 625

5 32 243 1.024 3.125

6 64 729 4.096 15.625
7 128 2.187 16.384 78.125
8 | 256 6.561 65.536 390.625
9 | 512 | 19.683 | 262.144 1.953.125
10 | 1.024 | 59.049 | 1.048576 | 9.765.625
11 | 2.048 | 177.147 | 4.194.304 | 48.828.125
12 | 4.096 | 531.441 | 16.777.216 | 244.140.625
13 | 8.192 |1.594.323| 67.108.864 |1.220.703.125
14 | 16.384 |4.782.969 | 268.435.456 | 6.103.515.625

13 | 8.192 | 1.594.323 | 67.108.864 | 1.220.703.125

Tabla N° 1: Potencias de base y exponente natural

Vemos que todos los resultados conseguidos se ubican en la fila correspon-

diente a n = 13. Es decir, que 13 es el exponente al que hay que elevar el 2 para
obtener 8.192, o el 3 para obtener 1.594.323, o el 4 para obtener 67.108.864, o el 5
para obtener 1.220.703.125.

Este exponente, en Matematica se denomina logaritmo. En particular diriamos
que el logaritmo de 8.192, en base 2, es 13 y lo denotamos:

log, 8.192 = 13 pues 2" = 8.182;

o que el logaritmo de 1.594.323 en base 3 es 13 y lo denotamos:

logs 1.594.323 = 13 pues 313 =1.594.323;

Y asi sucesivamente. No obstante, volveremos sobre este concepto para ter-
minar de comprenderlo.
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Ubicamos ahora en la tabla cada uno de los factores correspondientes a las
multiplicaciones planteadas al inicio de la actividad y tratamos de expresarlos como
potencias con igual base. Por ejemplo:

16 x 512 = 8.192
2*x2%=2"

Hemos tomado este ejemplo en particular, pero es facil comprobar que las res-
tantes multiplicaciones involucran los mismos exponentes.

Tal como pudimos constatar, el calculo de las multiplicaciones propuestas con
la actividad se vuelve mas complejo y tedioso, a medida que aumenta el nimero de
digitos de los factores. Si en cambio expresamos a cada uno de los factores como
potencias de igual base, las cuales podemos encontrar en una tabla similar a la an-
terior, y utilizamos propiedades ya conocidas por nosotros, el calculo puede tornarse
mucho mas sencillo.

Por ejemplo, 16 x 512 puede resolverse, sin efectuar el algoritmo de la multipli-
cacion, utilizando soélo la tabla expuesta, de la siguiente manera:

16 = 2* y 512 = 2° por lo que 16 x 512 = 2* x 2°
Aplicando propiedades de las potencias:
16 x 512 = 2% x 2° = 2*9 = 213

Buscamos ahora en la tabla, en la columna correspondiente a 2", su valor para
n = 13. El mismo es 8.192, coincidentemente con el valor que encontraramos cuan-
do resolvimos la multiplicacion mediante el algoritmo habitual.

Del mismo modo, podemos hacer:

81 x 19.683 = 3% x 3° = 3'° = 1.594.323
256 X 262.144 = 4" x 4° = 4** = 67.108.864
625 x 1.953.125 = 5% x 5° = 5'° = 1.220.703.125

De manera similar, podriamos efectuar otras operaciones, como divisiones, por
ejemplo, pues:

67.108.864 4%

263.144  4°
13
% _ 5;_4 =5° =1.953.125

También podriamos verificar otras propiedades de la potencia, como ser:

4" =16384 =2 =47 =2" = (2" = 2"
2°=3°=4°=5°=1
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El lector se habra percatado de que esta actividad tuvo como propdsito funda-
mental mostrar a los alumnos que las multiplicaciones se pueden convertir en sumas
y las divisiones en restas, con lo que se facilita notablemente el calculo, mas cuando
los nimeros implicados son muy grandes y se cuenta, obviamente, con tablas apro-
piadas. Hoy no tendria sentido realizarlas de esta manera, pero el concepto que vino
a originar esta busqueda de simplicidad de los calculos, trasciende la utilidad que
tuvo en su época, y precisamente en este aspecto centraremos nuestro trabajo en
las secciones siguientes.

Una propiedad que suscita errores

En Abrate, Pochulu y Vargas (2006), se expresa que a veces termina siendo
sélo una convencién, para muchos alumnos, el hecho de que una potencia con base
no nula y exponente cero de por resultado uno. Por lo general, al intentar resolver
una situacion de esta naturaleza, los alumnos no siempre recuerdan aquella regla
“instituida” en algin momento de su formacion matematica. Usualmente apelan a
justificaciones que guardan cierto grado de coherencia interna con el razonamiento
seguido, como el considerar que a° = 0 pues “se multiplica cero veces la base”, o
que a’=a puesto que “si se multiplica cero veces la base, queda la misma base”, pe-
ro gue son inconsistentes para las leyes y propiedades establecidas para los nume-
ros enteros.

Observemos que las tablas propuestas para abordar el concepto de logaritmo
nos brindan una oportunidad mas para reforzar esta dificultad que presentan los
alumnos aun en ciclos superiores, pues aparece una serie de potencias donde po-
demos ver claramente la ley de formacion que subyace en ella.

Tomemos, por ejemplo, la serie de potencias de base igual a 2:
2° 2! 2° 23 24 2°
2222 2 __»°
@ 2 4 8 16 32

Notemos que la serie es geométrica de razén 2 y que los exponentes confor-
man una serie aritmética cuya diferencia es 1.

Una alternativa seria conjeturar qué valor se le podria asignar a 2°. No obstan-
te, para que la serie tenga sentido (se multiplica por 2 a un término para obtener el
siguiente, o equivalentemente, se divide entre 2 a uno de ellos para conseguir el an-
terior), no queda otra alternativa que asignar un 1.
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El mismo analisis puede hacerse con las otras series de potencias, incluso con
una base negativa, pues también es frecuente que los alumnos infieran que

(-a)° = -1, extrapolado de a°= 1, con a > 0.
Una leyenda que se relaciona con el tema*

En el siglo IX, se escribieron en Arabia los primeros libros sobre el juego del
ajedrez, cuyos autores fueron: Al-Razi, Al-Sarajsi y Al-Adli. Este ultimo escribié “El
Libro del Ajedrez” en el que se narra por vez primera, la célebre leyenda de los gra-
nos de trigo, donde se le atribuye la invencion del Ajedrez a alguien llamado Sissa.

La Historia cuenta que Sissa inventd este juego con el objeto de agradar al rey
y combatir su tedio, mostrandole ademas que un rey sin su pueblo esta inerme, pues
no tiene poder ni valor. Fascinado con el juego, el rey le ofrecié a Sissa cumplirle un
deseo. No obstante, Sissa decidio darle al rey una leccion de humildad, y pidi6 lo
siguiente: dos granos de trigo por la primera casilla del tablero, cuatro granos por la
segunda, ocho por la tercera, diecisé€is por la cuarta, y asi sucesivamente hasta
completar las sesenta y cuatro casillas. Digamos, estariamos continuando con la
serie de potencias de base 2 que iniciamos anteriormente.

El rey, extrafiado de que alguien con tanta inteligencia pidiera algo en aparien-
cia tan simple, ordend que se le concediera su peticion. Al poco tiempo, su visir le
indicé que era imposible satisfacer la demanda, pues la cantidad de trigo que pedia
Sissa era muchisimo mas de lo que ellos podrian llegar a tener. Surge naturalmente
como interrogante ¢ Qué cantidad de granos de trigo le debia entregar el rey?

Ahora bien, si nos dejamos llevar por la imaginacién y el placer de recrearnos
con la Matematica, podriamos hacer varios analisis importantes que nos conducirian
a retomar temas que seguramente abordamos en la curricula escolar. Por ejemplo,
si pensamos que tal cantidad de granos de trigo pudiera juntarse de un solo golpe,
cosa que es imposible aun recolectando todas las cosechas de trigo del mundo du-
rante un siglo, y contaramos un grano de trigo por segundo, sin parar, ¢ Cuanto tar-
dariamos? Muy posiblemente debamos hacer cambios de unidades para que nues-
tra respuesta adquiera sentido.

A su vez, podriamos también cuestionarnos cuanto pesaria esta carga de trigo.
Desde luego, tendriamos que hacer algunas experiencias previas para determinar el
peso aproximado de un grano de trigo, e indagar la capacidad maxima de carga de
un camién de transporte de granos, mas si nuestra intencion esta en brindar una
respuesta medianamente aceptable al interrogante.

Asimismo, valdria la pena hallar la cotizacion internacional promedio del trigo,
por toneladas, al cierre de la Bolsa de Valores y estimar el costo de esta cantidad de
cereal. Con seguridad, habra que hacer algunas conversiones de moneda y nos lleva-
ria a incursionar por el mundo financiero.

! Leyenda tomada de http://mwww.portalajedrez.com/anecdotas/leyendagranostrigo.php
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Pero si nuestra curiosidad y capacidad de asombro desea continuar, podriamos
considerar la posibilidad de colocar los granos de trigo uno tras otro. Ahora bien, de-
beriamos también estimar el grosor y el largo de un grano de trigo, y entonces cabe
preguntamos ¢Qué tan larga seria nuestra hilera? ¢De un Kildmetro? ¢ De mil Kil6-
metros? ¢ Llegariamos al otro lado del mundo? ¢ Podriamos darle una vuelta a la tie-
rra?

Nuevamente, la busqueda de respuestas a estos cuestionamientos conducira a
integrar muchos mas contenidos de los que podemos estar imaginando en este mo-
mento.

Mas propiedades de los logaritmos

Podriamos redescubrir las propiedades del logaritmo a partir del analisis de las
tablas antes utilizadas. ¢De qué manera? Recordemos que “el logaritmo de un nu-
mero es el exponente al cual se debe elevar la base del logaritmo para obtener dicho
ndamero (argumento)”.

Volviendo sobre el ejemplo:
16 x 512 = 2*x 2° =213 =8.192
Segun lo expresado anteriormente, 4 es el exponente al que hay que elevar el
2 para obtener 16. En otras palabras, 4 es el logaritmo en base 2 de 16 lo que sim-
bolicamente escribimos: log,(16) = 4. También, y con el mismo criterio: log,(512) =9
y l0g2(8.192) = 13.
Observemos que, 4 + 9 = 13, lo que podria escribirse como:

log,(16) + log,(512) = log, (8.192) = log, (16 x 512)

Del mismo modo, mirando las columnas de la tabla correspondientes, podemos
establecer las siguientes igualdades:

log, (81) + log, (19.683) = log, (1.594.323) = log, (81x19.683)
log, (256) + log, (262.144) = log, (67.108.864) = log, (256 x 262.144)
log, (625) + log, (1.953.125) = log, (1.220.703.125) = log, (625 x1.953.125)

Podriamos continuar con calculos similares, y luego de un nimero significativo
de ejemplos, convencernos como para “generalizar” este resultado diciendo que: El
logaritmo de un producto, en una base dada, es la suma de los logaritmos -en la
misma base- de cada uno de los factores, si éstos existen. En lenguaje simbdlico
escribiriamos:

log, (x- y) = log, (x) + log, (y)
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Algo similar ocurre con el logaritmo de un cociente. Recordemos que en un
ejemplo anterior, dividimos:

67.108.864 4" _

=—— =4 =256
263.144 4

Llevando a cabo un analisis analogo al realizado para el producto, y teniendo
en cuenta el concepto de logaritmo, tendremos que:

13-9 = 4 = log, (67.108.864) — log, (262.144) =

67.108.864
=log,(256) = log,| ——
0(256) 94( 262.144 j
O también, en la division:
13
1.220.703.125 _ 5_ _ 5 _1053.125

625 5*
Notamos que:

13-9 = 4 = log,(1.220.703.125) — log, (625) =
1.220.703.125)

=10g;(1.953.125) = Iog{ 625

De manera analoga al andlisis que realizamos con el producto, y con un buen
namero de ejemplos demostrativos, podriamos concluir y generalizar que: El loga-
ritmo de un cociente, en una base dada, es la diferencia entre los logaritmos del di-
videndo y del divisor, en la misma base, si éstos existen. En lenguaje simbdlico es-
cribiriamos:

Iog{?j = log, (x) - log, (y)

Finalmente, podriamos deducir la propiedad del logaritmo respecto de la poten-
cia, si analizamos también uno de los ejemplos citados. Vimos que:

4"=2"=16.384
Es decir, que:
log, (16.384) = log, (47 )= 7
Ademas, podriamos pensar a 4’ de la siguiente manera:

4" = Ax4xAx4xb4x4x4
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Por la propiedad anteriormente mencionada, referida al logaritmo de un produc-
to, y generalizandola para n factores, tenemos:

|Og4(47)=IogA(4><4><4><4><4><4><4)=

= log,(4) +log,(4) + log,(4) + log, (4) + log, (4) + log,(4) + log,(4) =
=7xlog,(4) =7x1=7

En consecuencia, segun este criterio, también podemos escribir:

|ng(47):|ng(4><4><4><4><4><4><4):

= log, (4) + log, (4) + log, (4) + log, (4) + log, (4) + log, (4) + log, (4) =
=7xlog,(4)=7x2=14

Resultado que ya conociamos pues habiamos visto anteriormente que 4’ = 24,
y por esta razén, también podriamos escribir:

log,(47)=log,(24)=14xlog,(2) =14x1=14
De manera similar, puede analizarse a partir de la tabla que:
log,81) =log,(3*)=4xlog,(3) =4x1=4

Efectivamente 4 es el exponente al que hay que elevar el numero 3 para obte-
ner 81, es decir, 4 es el logaritmo de 81 en base 3.

Podriamos sugerir a los alumnos que busquen con otros ejemplos, como el que
sigue y tantos como se consideren significativos introducir en la clase:

log, (390625 = log, (5?) =8 x log, (5) =8x1=8
Esto nos permite concluir que:

El logaritmo de un numero positivo, en la misma base, es igual a 1. En simbo-
los:

log, (b) =1

El logaritmo de una potencia -en una base determinada- es igual al producto
del exponente por el logaritmo de la base de esta potencia, si éste existe. En simbo-
los:

Iogb(a”): nxlog,(a)

Podriamos continuar buscando mas propiedades de logaritmos de este modo,
pero consideramos que no constituye el eje de este articulo, y corremos el riesgo
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que el lector pierda el objetivo que perseguimos con la presentaciéon de este tema en
la clase de Matemaética.

Buscando el error

Estamos convencidos de que la correccion sistematica del error no favorece su
eliminacién. Por el contrario, creemos que un camino posible se encuentra intentan-
do que los alumnos sean los que perciban los errores. Darle lugar al error en la clase
es trabajarlo descubriendo las hipétesis falsas que llevaron a producirlo, buscando
los posibles caminos hasta redescubrir los conceptos validados y matematicamente
aceptados, comparando versiones correctas con erréneas, etc.

Si el error es descubierto como consecuencia de una interaccion o debate entre
profesor y alumno, promovera la superacion, puesto que los estudiantes pueden
modificar sus viejas ideas cuando estan convencidos de que hay otra que es mejor.
Veamos una actividad que esconde un error y conlleva a un proceso de reflexion y
andlisis de lo realizado.

Sabemos que:

1 1 1 (1Y
=>=- = =>|=
274 2 2

Como a un namero mayor le corresponde también un logaritmo mayor, tendre-

mos que:
log,| - | > log,[ 2
glO 2 glO 2

Aplicando una de las propiedades de logaritmos que mencionamos anterior-

mente:
1 1
Ioglo(aj >2- Ioglo(gj

Si dividimos ambos miembros de la desigualdad porloglo(%), resulta:

1>2
¢,Donde esté el error de este razonamiento? Pues si aceptamos como valido lo

realizado, estariamos contradiciendo el orden que se establece para los niumeros
reales.
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Una actividad que conduce a un desafio e integra contenidos

Las tablas de logaritmos y las reglas de calculo (reglas numeradas con multitud
de tablas paralelas) eran imprescindibles en cualquier centro de calculo, hasta la
aparicion de las calculadoras y ordenadores. Actualmente los logaritmos ya no son
necesarios para lo que fueron descubiertos. Sin embargo, ciertas caracteristicas y
utilidades que, durantes estos siglos se les han descubierto, los han hecho sobrevivir
al desarrollo de la electronica. Planteamos aqui una actividad que pensamos conduce
a un desafio e integra contenidos, mas si nos proponemos analizarla y reflexionar so-
bre ella.

¢, Qué pasaria si al efectuar un producto, como lo haciamos anteriormente, al-
guno de los factores no figura en la tabla porque no es potencia entera de 2, ni de 3,
ni de otra base que aparece alli? Supongamos, por ejemplo, qgue debemos hacer la
multiplicacion entre 64 y 400.

En este caso, como el 64 es una potencia de 2 (también lo es de 4 en la tabla
mostrada anteriormente) podriamos expresar al 400 como una potencia en la misma
base. Como 400 es un valor comprendido entre 256 y 512, entonces es una potencia
de 2 comprendida entre 28 y 29, y el exponente que estariamos buscando debiera
ser un numero comprendido entre 8 y 9. Si contaramos con una calculadora cientifi-
ca, o un software adecuado, hallariamos que el exponente buscado se obtiene de
calcular:

2" =400
Iog(Z”): log(400)
n-log(2) = log(400)
o log(400)

=~ 8,643856190
log(2)

Ahora bien, pensemos por un instante que no disponemos ni de calculadora ni
de software (a lo sumo podriamos llegar a tener la calculadora que nos brinda un
teléfono celular, tan comun en la época en la cual vivimos) y que muy “ligeramente”
llevamos a cabo un proceso de interpolacion lineal para efectuar el calculo. No obs-
tante, somos conscientes de que este procedimiento nos conducira a encontrar una
aproximacion a dicho exponente. El razonamiento seria:

256 ——— 8
144 y
256 400 —— x 1
512 ——— 9

Esto es, si a una diferencia de 256 entre las potencias (512 — 256) le corres-
ponde una diferencia de 1 (9 — 8) entre los exponentes, entonces a una diferencia de
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144 (400 — 256) le correspondera: y = 124—5461 =0,5625, por lo que el exponente bus-

cado es n =8 +y = 8,5625. Logramos, de esta forma, que nuestra multiplicacion se
transforme en:

64 x 400 = 2° . 2" ~ 28 . 285625 _ 5145625

Hacemos notar que la aproximacion de 28°%°=378,0674934 al 400 deviene,
sencillamente, porque hemos calculado el exponente pensando en una variacion
proporcional (lineal) entre los nimeros. De hecho, hemos aplicado una “regla de tres
simple”, cuando en realidad la variacion es exponencial. Lo expuesto anteriormente
resulta mas evidente si lo analizamos a través de una grafica:

A
500+

450

400

3501 .’

300+

»
T >

I T T
8 8.25 8.57 \\8.75 9
Aproximacion Valor real

Como habiamos dicho que no disponiamos de una calculadora cientifica, no
nos resultaria facil hallar que 2"*** =24.196,31958, en consecuencia, Nos vemos
nuevamente tentados a realizar otra interpolacion lineal. En este caso tendriamos:

14 —— 16.384
0,5625 y
1 14,5625 —— X 16.384
15 —— 32.768

Armando convenientemente la proporcion y resolviendo resulta:

=9.216

| - 0.5625x16.384

En consecuencia, el valor buscado es 16.384 + 9.216 = 25.600.

Sintetizando lo realizado hasta el momento tenemos:

64 x 400 = 2°-2" = 2°.2%%% = 21%% ~ 25 600

-
U N IW NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - JUNIO DE 2007 - NUMERO 10 - PAGINA 88



Ideas para la clase de logaritmos
Raquel Susana Abrate y Marcel David Pochulu

Sin embargo, efectivamente 64 x 400 = 25.600, muy a pesar de que el resultado
se obtuvo tras sucesivas aproximaciones lineales. Naturalmente surge como interro-
gante ¢ Por qué ocurre esto? y alli esta el desafio que le proponemos al lector.

Cabe hacer notar que esta situacion no soélo se presenta en el ejemplo pro-
puesto. Tampoco es generalizable a cualquier producto. Si, por ejemplo, se presenta
cuando uno de los factores puede ser expresado como una potencia de base natural
y exponente entero, y el otro no.

Ideas para la clase de logaritmos

Sostenemos que los logaritmos son quizas una de las herramientas matemati-
cas mas desaprovechadas en la educacion escolar, ya que no se le da un funda-
mento real a dicha funcidon. Fuera de calculos técnicos, los logaritmos presentan uti-
lidades como remarcamos a continuacion.

Las escalas logaritmicas: En ocasiones resulta ventajoso emplear escalas lo-
garitmicas en lugar de escalas aritméticas para llevar a cabo representaciones grafi-
cas. Las escalas logaritmicas son utilizadas en diversas areas, a los fines de repre-
sentar datos que tienen una variacidon muy grande o un rango de variabilidad muy
amplio. Por ejemplo, en técnicas de vacio, la presion de gas varia desde 1 atmosfe-
ra’ hasta un rango de 10 — 10™° atmésferas. Evidentemente, si utilizamos escalas
convencionales (lineales o aritméticas) se hace practicamente imposible plasmar tal
rango de variabilidad.

En cambio, si consideramos logaritmos decimales, sabemos que: logip(1) = O,
log10(10™*°) = =15 y ahora tenemos el intervalo [-15; 0] donde la presién es facilmente
representable en una escala que llamaremos logaritmica. La denominamos logarit-
mica porque en vez de indicar el valor de la variable se sefiala su logaritmo.

Crear actividades que demanden el uso de escalas logaritmicas no resulta
complicado, mas si podemos acceder a la Internet, la cual puede tornarse una fuente
inagotable de informacién y datos de primera mano. Recordemos que como red ori-
ginariamente cientifica, puede encontrarse gran cantidad de informacion til para la
clase de Matematica.

El disefio de la actividad que realicemos dependera, obviamente, de nuestra
creatividad y de los intereses de nuestros alumnos. No obstante, tomaremos aqui un
ejemplo particular, el cual s6lo muestra algunas de las aplicaciones que tiene el te-
ma en cuestion.

Supongamos que deseamos recopilar informacion acerca del peso minimo y
méaximo que tienen los mamiferos marinos de la Patagonia Austral (Argentina). Con
seguridad nos sorprenderemos por la variedad y diversidad de datos que encontra-
remos en la red sobre este tema, lo que conllevara a enriguecedoras puestas en

? La unidad de presién denominada atmésfera equivale a la presion de la atmésfera terrestre sobre el nivel
del mar. 1 atmosfera= 760 milimetros de mercurio = 101.325 pascales.
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comun entre profesor y alumnos. Por lo pronto, apareceran datos referidos a los re-
cién nacidos y a los adultos, discriminados por sexo, pues existen notables diferen-
cias entre ellos (por ejemplo, entre los elefantes marinos, una hembra alcanza un
peso maximo de 900 kg, mientras que un macho los 3500 kg).

Representar los pesos minimos y maximos de los mamiferos marinos en una
escala aritmética puede no aportarnos demasiada informacion para aquellos anima-
les de porte mas pequefio. No obstante, la representacion en escala logaritmica re-
sulta sumamente adecuada, y hasta sencilla de realizar si contamos con algun soft-
ware matematico o planilla de calculo.

Pesos promedios de los mamiferos marinos australes
al nacer y siendo adultos (discriminados por sexo)

Ballena
Franca
J

Ballena
Azul

Orca

Elefante
Marino

Lobo
Marino
Foca
Cangrejera
0 5 10 15 20 1 10 18’ 10° 10‘/ 100 10°

o 10° kg e
Escala aritmética Escala logaritmica

Figura N° 01: Comparacion entre escala aritmética y logaritmica

La lectura e interpretacion de estas escalas (Figura N° 01) es un tema interesante
en si, pues nos lleva a debatir como las mismas pueden confundir a los incautos.

Los sonidos que oimos: La pérdida de la audicion, no parece ser un proble-
ma preocupante para la mayoria de los miembros de nuestra sociedad. Constante-
mente nos exponemos a la agresién sonora, la cual hasta nos invade y en algunos
casos vamos a buscarla: el sonido de una discoteca, por ejemplo, el tradicional “po-
né mas fuerte” un aparato de reproduccion de sonido, o un disc-man escuchado con
un volumen tan alto, que quien se sitla a pocos pasos del oyente, puede también
escuchar su musica.

El oido humano puede acomodarse a intervalos de presiones e intensidades
sonoras bastante grandes: entre 2x10° y 20 N/m? para la amplitud de la presién y
desde 10 hasta 1 vatios/m? para la intensidad. El valor mas bajo, en ambos casos,
se toma como umbral de audicion, mientras que el mas alto, que produce sensacion
dolorosa en la mayoria de las personas, es el umbral de dolor.

Debido a este gran intervalo al que resulta sensible el oido, se utilizan escalas
logaritmicas para describir los niveles de presion y de intensidad de una onda sono-
ra. Vale aclarar que al crecer la intensidad de una onda sonora geométricamente, la
sensacion percibida lo hace de forma aproximadamente aritmética; es decir, que al
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doble de intensidad nosotros escuchamos sélo un poco mas. Esto es lo verdadera-
mente problematico de la cuestidn, pues sensitivamente no percibimos como tales a
los grandes aumentos de intensidad sonora. Por esta razon, se introdujo la escala
de medidas en bel y decibeles (en honor a Alexander Graham Bell), en la cual un
sonido de intensidad | tiene, por definicibn, un nivel de intensidad de:
D =10-log(l/1,)decibeles.

En consecuencia, cada vez que la intensidad se multiplica por 10, se afiaden
10 decibelios al nivel. Esto es, un sonido que ejerce una intensidad sonora 1.000
veces mas grande que otro tendrd un nivel de intensidad sonora sélo 30 decibeles
mayor. Por ejemplo, supongamos que queremos comparar el nivel de intensidad de
una conversacion normal con el de un martillo neumatico. Podemos buscar en bi-
bliografia especializada, o en la Internet, los valores de intensidad correspondientes.
Asi tendremos:

1A . 3 X 10 -6 3 -
Conversacion normal: D =10 log| >~ — | = 10 log (3x 10° ) = 65 decibeles
0
NuUmero 1000 veces mas grande ﬁ Difiere en 30 unidades ﬁ
-3
Martillo neumatico: D =10log [%j =10 log (3 X 109); 95 decibeles
10

Las discusiones que de estas actividades se desprenden son ilimitadas, pues
se pueden analizar incrementos en decibeles de una onda sonora y compararlos con
el incremento de intensidad, relacionar la distancia de una fuente sonora con la in-
tensidad en decibeles, determinar la ganancia de potencia de un amplificador de so-
nido o equipo de musica, entre otras.

Destructividad de un terremoto: Una primera medida de la intensidad de los
terremotos son los dafios que ocasiona, pero para lograr una caracterizacion mas
precisa, se han desarrollado diversas escalas. Pareciera l6gico medir los sismos por
la energia que liberan, aunque muchas veces son numeros muy grandes. Por ejem-
plo, hay terremotos cien mil millones de veces mas fuertes que otros, y por otro lado,
algunos que no parecen ser muy intensos liberan tanta energia como una explosion.

Para evitar nUmeros tan grandes, igual que ocurre para medir los sonidos, las
escalas usan logaritmos. La escala sismoldgica de Richter, también conocida por su
nombre mas adecuado de escala de magnitud local (ML), es una escala logaritmica
arbitraria que asigna un numero para cuantificar el tamafio de un terremoto. Fue nom-
brada asi en honor de Charles Richter (1900-1985), sismdlogo nacido en Hamilton,
Ohio, Estados Unidos.

Richter desarroll6 su escala en la década de 1930 y calculé que la magnitud de
un terremoto o sismo puede ser medida mediante la formula M = log,,(A) +C, donde

A es la ampltud de sus ondas superficiales en milimetros vy
C =3,3+1,66log,,(D) —log,,(T) es una constante que depende del periodo T de las
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ondas registradas en el sismdgrafo y de la distancia D de éste al epicentro, en gra-
dos angulares. Naturalmente la magnitud M es una medida logaritmica.

El uso del logaritmo en la escala es para reflejar la energia que se desprende
en un terremoto. Nuevamente, el logaritmo incorporado a la escala hace que los va-
lores asignados a cada nivel aumenten de forma exponencial, y no de forma lineal.
Al ser logaritmica la magnitud M, una diferencia de 1 unidad en magnitud significa 10
veces mas de amplitud en la onda sismica registrada, lo cual puede ser catastréfico
en sus efectos. Un terremoto de magnitud 1 o 2 es muy débil, y los de magnitud ma-
yor que 7 devastadores, pero veamos algunos ejemplos concretos.

El 19 de noviembre de 1973, a las 11:19 hs, se produce un terremoto de mag-
nitud 5,40 en Argentina, causando dafos en varias localidades del este de las pro-
vincias de Salta y Jujuy, especialmente en Santa Clara. Aproximadamente cuatro
afos después (23 de noviembre de 1977, a las 9:26 hs) se produce otro terremoto,
pero de magnitud 7,40 que provocé dafos importantes en casi toda la provincia de
San Juan, especialmente en la ciudad de Caucete, donde murieron 65 personas.
También ocasiono leves dafios en la zona norte del Gran Mendoza®.

Si observamos, la diferencia entre estos dos sismos no parece muy grande,
pues M1 = 5,40 y M, = 7,40.

En consecuencia tendriamos log( A;)+ C = 5,40 para el primer caso, y log(Az) +
C = 7,40 para el segundo.

Restando miembro a miembro estas igualdades vemos que:
log(A2) — log(Aq) = 2

Si aplicamos las propiedades de logaritmos abordadas anteriormente tenemos
log(A,/ A)) = 2. Es decir:

% =10°> = A,= 100A;

Lo que indica que el terremoto de Caucete fue aproximadamente 100 veces
mas intenso que el ocurrido en Santa Clara. Otra vez, las posibilidades de activida-
des vuelven a ser numerosas, llevdndonos a integrar la Matemética con otras disci-
plinas.

El caracter acido, basico o neutro de las disoluciones: Para indicar el nivel
de acidez de una sustancia, solemos hablar del pH. Si bien esta expresion es uni-
versalmente utilizada, la misma alude al potencial hidrégeno (pH) que tiene una sus-
tancia. En disoluciones diluidas en lugar de utilizar la actividad del ion hidrégeno, se
le puede aproximar utilizando la concentracion molar del ion hidrégeno (por ejemplo,
una concentracién de [H+] = 1x107 M ). Expresar concentraciones de iones con ex-
ponente negativo resulta en la practica incomodo; por esta razon en el afio 1909, el

® Fuente: http://www.inpres.gov.ar/seismology/seismology/historic/hist.panel.htm
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quimico danés Soren P. L. Sorensen introdujo el concepto de pH, como el logaritmo
decimal del inverso de la concentracion de iones expresada en moles/ litro. Esto es:

pH = Iog(l/H*).

Aplicando ahora el logaritmo de un cociente, la expresion anterior puede escri-
birse tal como la conocemos:

pH = log(d) — Iog(H *): —Iog(H *)

Si no olvidamos que el valor del pH es un logaritmo en base 10, es facil de en-
tender que un pH =9 es 10 veces mas alcalino que un pH =8, o que un pH =6 es 10
veces mas acido que pH=7, y que un pH=5 es 100 veces mas acido que un pH =7.

De este modo, si preguntamos ¢ qué pH tiene el agua de un acuario? y alguien
nos responde: “Aproximadamente entre 6 y 77, podriamos deducir que esta respues-
ta demuestra la ignorancia del aficionado sobre la dimension e importancia de este
parametro. Pensemos que si el agua es ligeramente acida, con pH entre 7,0y 6,8, la
mayoria de los peces de rio lograrian vivir en ella. Si el pH es menor de 6,8, no son
muchos los peces que viven en este tipo de agua. Sin embargo, los seres que habi-
tan grandes lagos y los animales marinos son practicamente inflexibles en su rela-
cion con el pH debido a la gran estabilidad de los pardmetros quimicos de sus aguas
de origen”.

Conclusion

Los logaritmos surgieron de una idea muy simple y aun hoy siguen siendo un
instrumento importante, tal vez modesto, pero esencial para el conocimiento cientifi-
co. No obstante, adherimos a las palabras de Martinez Negrete (2004) cuando ex-
presa que:

Muchas veces ensefiando Matematicas, el alumno pregunta al profesor para qué le
sirven, por ejemplo, los logaritmos. Es dificil responder satisfactoriamente a la mayoria
de las personas esta vélida inquietud. EI maestro teme reconocer que en términos es-
trictamente practicos y cotidianos, saber de logaritmos es tan indtil como entender al-
guna revolucién o conocer el ciclo de Krebs. Sin embargo estos conocimientos son vi-
tales para comprender la realidad, y frente a las probleméticas de la existencia tener
mejores enfoques y herramientas de analisis para su solucion. (p. 4)

A su vez, desde los lineamientos curriculares se enfatiza la necesidad de que
los alumnos adquieran esquemas de conocimiento que les permitan ampliar su ex-
periencia dentro de la esfera de lo cotidiano y accedan a sistemas de mayor grado
de integracion. En este sentido, creemos que la Historia de la Matematica se consti-
tuye en un valioso aliado para abordar los logaritmos, pues muestra cdmo un proce-
so de construccion humana, lento y laborioso, con contribuciones diversas, se fue
liberando poco a poco de la experiencia sensible tendiendo a una mayor generali-
dad, unidad y armonia.

* Fuente: http://www.mundoacuariofilo.org/portal/
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