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En este trabajo se presenta una aproximacion acerca del conocimiento
especializado de dos profesores que ensefian mateméaticas que
consideramos podria favorecer el proceso de ensefianza y aprendizaje
de la medida de area de figuras planas mediante la reconfiguracion. La
informacion se ha obtenido de dos profesores de sexto de primaria a
través de entrevistas. Dicha informacion ha sido analizada con el modelo
Resumen analitico Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas
(MTSK). Si bien se han obtenido indicios acerca del conocimiento sobre
algunas categorias del modelo en torno a la reconfiguracion, es
necesario realizar la misma exploracién con un profesor experto.
Palabras clave: Reconfiguracion, Medida de éarea, Conocimiento
especializado del profesor de matematica (MTSK), Composicion vy
descomposicion.

This paper presents an approximation about the specialized knowledge of
two teachers who teach mathematics that we consider could favor the
teaching and learning process of the area measurement of plane figures
through reconfiguration. The information has been obtained from two
sixth grade teachers through interviews. This information has been
Abstract analyzed with the Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK)
analytical model. While insights into knowledge of some of the model
categories around reconfiguration have been gained, the same
exploration needs to be done with an expert teacher.

Keywords: Reconfiguration, Area measurement, Mathematics Teacher
Specialized Knowledge (MTSK), Composition and decompaosition.

Este artigo apresenta uma aproximagdo sobre o conhecimento
especializado de dois professores que ensinam matematica que
consideramos poder favorecer o processo de ensino e aprendizagem da
medida de é&rea de figuras planas por meio da reconfiguragdo. As
informagBes foram obtidas de dois professores da sexta série por meio
de entrevistas. Esta informacédo foi analisada com o modelo analitico
Conhecimento Especializado do Professor de Matemética (MTSK).
Embora tenham sido obtidos insights sobre o conhecimento de algumas
categorias de modelos em torno da reconfiguracdo, a mesma exploracéo
precisa ser feita com um professor especialista.

Resumo
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1. Introduccién

Diversas investigaciones han planteado las dificultades que tienen los
estudiantes al momento de resolver problemas de calculo de areas (Montserrat et
al., 2016; Caviedes et al., 2019). Estas dificultades responden, entre otras razones,
a la forma de ensefianza en la escuela, una ensefianza basada en el uso de
formulas y memorizacién, con el énfasis en la manipulacion numérica y algebraica
en lugar de la exploracion de las relaciones geométricas de las figuras (Garcia y
Carrillo, 2006; Popoca y Acuiia, 2011; Ng y Sinclair, 2015). Frente a esto, distintos
autores plantean la posiblidad de explorar el concepto de area mediante la
composicion y decomposicion de las figuras. De hecho, es posible calcular la
medida del area de un poligono mediante la reconfiguracion (Duval, 2012; Castillo,
2018).

En la investigacion de Castillo (2018), ya se habian identificado las dificultades
de los estudiantes peruanos con respecto al calculo de medidas de areas y se
propuso trabajar la reconfiguracion como una forma de obtener las medidas de
figuras planas sin necesidad de usar férmulas.

Sin embargo, a partir de nuestra experiencia vemos que no es suficiente
trabajar este enfoque con los estudiantes, sino que ademas es necesario abordarlo
con los docentes pues las dificultades que se presentan en los estudiantes muchas
veces son originadas por la forma de ensefianza en las aulas (Caviedes et al.,
2019). No solo porque presentan las mismas dificultades al abordar el area de
figuras planas (Alguacil et al., 2016) sino porque hay una tendencia generalizada por
parte de los docentes por utlizar formulas para encontrar el area de figuras planas o
utilizar instrumentos de medicion cuando no encuentran nameros en la figura
(Caviedes et al., 2019).

Por otro lado, la reconfiguracién no es la Unica forma de abordar la medida de
areas de figuras pues existen otras propuestas como el uso del geoplano que
permiten también el éxito en las tareas de calculo de areas (Bjorkas y Van den
Heuvel-Panhuizen, 2019; Tomova (2017)).

Actualmente hay mucho interés por caracterizar el conocimiento profesional del
docente de matematicas pues este nos permite analizar el conocimiento vinculado a
la ensefianza y las conexiones entre los conocimientos necesarios para la
ensefianza de la matematica (Carrillo et al., 2013a). Al hacer dicho analisis,
podremos también reflexionar sobre el conocimiento especializado que nos
permitiria una mejor gestion de la ensefianza del célculo de medida de éareas
mediante la reconfiguracion en el aula (Barrera et al., 2016). Sin embargo, no hemos
encontrado aun investigaciones que describan o caractericen el conocimiento
docente con respecto a la reconfiguracion.

Creemos que este tema es relevante porque en el Peru existen documentos
curriculares que sustentan la importancia de la ensefianza de este concepto
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matematico en la escuela. En ese sentido, el Ministerio de Educacion (Minedu,
2017) menciona que todo estudiante al finalizar el V ciclo de la Educacion Basica
Regular (EBR), es decir, sexto grado de educacion primaria (11 — 12 afios), deberia
ser capaz de emplear estrategias heuristicas, estrategias de calculo, la visualizacion
y procedimientos de composicion y descomposicion para construir formas desde
perspectivas y desarrollo de sélidos, entre otros. Este documento nos muestra los
estandares de aprendizaje que un estudiante de sexto grado de Educacion Primaria
debe lograr desarrollar al finalizar el V ciclo de la EBR. Sin embargo, estas
expectativas no se estan llevando a cabo en la actualidad pues en el Perd menos
del 50% de estudiantes a nivel nacional puede responder de forma correcta tareas
gue impliquen el célculo de medida de area de una figura plana (Minedu, 2016).

Por todas estas razones nos planteamos la siguiente pregunta de investigacion
¢, Qué conocimiento especializado moviliza un profesor de primaria al ensefiar
mediante la estrategia de reconfiguracion? Con el fin de dar respuesta a esta
pregunta nos planteamos el objetivo de analizar el conocimiento especializado del
profesor de sexto de primaria sobre a la nocion de reconfiguracién. Para esto,
haremos una aproximaciéon al conocimiento de dos profesores de sexto grado de
primaria mediante entrevistas semiestructuradas y luego haremos un analisis de
contenido utilizando como categorias de andlisis las categorias de los subdominios
del Conocimiento Especializado del Profesor de Matematica (MTSK) para luego
establecer conclusiones sobre la naturaleza de su conocimiento.

2. Marco teorico
2.1. Conocimiento Especializado del profesor de matematica

Shulman (1986) propuso la existencia de un conocimiento exclusivo de los
maestros que les permite tomar decisiones con respecto a qué ensefiar, cOmo
representar y resolver problemas para un determinado contenido. A partir de la
propuesta de Shulman se crearon diversos modelos para analizar el conocimiento
del profesor. Uno de ellos fue el de Ball et al. (2008), quienes plantearon un modelo
conocido como Conocimiento Matemético para la Ensefianza (MKT, por sus siglas
en inglés) que permite analizar el conocimiento del profesor de matematica en
relacién al proceso de ensefianza — aprendizaje.

Algunos autores identificaron ciertas dificultades en el modelo de Ball (Montes
et al.,, 2013; Carrillo et al., 2013b; Carrillo et al., 2018) y presentaron un nuevo
modelo llamado Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK,
por sus siglas en inglés) (Carrillo et al., 2013a). Este modelo adopta la propuesta de
Schoenfled quien define al conocimiento como la informacién disponible para
resolver problemas, alcanzar metas o resolver una tarea.

El MTSK considera dos grupos de conocimientos: el conocimiento matematico
(MK) que tiene que ver con el conocimiento que tiene el profesor de matematica
como disciplina y el conocimiento didactico del contenido (PCK) que tiene que ver
con los conocimientos relacionados con el contenido matematico como objeto de
ensefianza - aprendizaje (Carrillo et al., 2014). Cada grupo de conocimientos esta
subdividido a su vez en tres subdominios y cada subdominio en categorias que
permiten profundizar mas en los conocimientos que el profesor posee. El MK tiene
como subdominios:
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e EI Conocimiento de los Temas (KoT), que considera el conocimiento de las
matematicas en si mismas. Incluye cuatro categorias: Procedimientos;
Definiciones, propiedades y fundamentos; Registros de representacion; y
Fenomenologia y aplicaciones. Por ejemplo, conocer las aplicaciones del
area en la vida real.

e EI Conocimiento de la Estructura Matematica (KSM) engloba el conjunto de
conexiones que permite establecer relaciones entre los elementos que se
estan considerando al momento de ensefiar (Montes y Climent, 2016). Tiene
cuatro categorias: Conexiones de simplificacion, Conexiones de
complejidad, Conexiones auxiliares y Conexiones transversales. Por
ejemplo, establecer relaciones entre las formas planas y tridimensionales.

e EI Conocimiento de la Practica Matematica (KPM) que contempla los modos
de produccién y funcionamiento matematico. Consta de cuatro categorias: el
conocimiento sobre la desmostracion de funciones y utilidades, sobre la
practica de definir, sobre la practica de resolver problemas y el papel del
lenguaje matematico. Por ejemplo, el lenguaje simbdlico y el lenguaje
coloquial.

Por otro lado, el PCK tiene como subdominios:

e El conocimiento de la Ensefianza de las Mateméticas (KMT) que es el
conocimiento sobre las caracteristicas del contenido matematico y tiene
relacion con las posibilidades de ensefianza. Se divide en tres categorias:
Teorias de la ensefianza; Recursos didacticos; y Estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos. Por ejemplo: conocer las posibilidades que puede ofrecer
el tangram para trabajar la reconfiguracion.

e EI Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas
(KFLM) que considera el conocimiento sobre las caracteristicas inherentes a
la matematica. Consta de cuatro categorias: Teorias del aprendizaje,
Fortalezas y dificultades, Formas de interaccibn con el contenido
matematico, e Intereses y espectativas. Por ejemplo, que el profesor
conozca las dificultades que presentan los estudiantes con respecto al area
y perimetro.

e El Conocimiento de los Estandares de Aprendizaje de las Matematicas
(KMLS) que corresponden a los conocimientos sobre lo que deberia
aprender un estudiante segun el grado de escolarizacion. Incluye tres
categorias: Expectativas del aprendizaje, Nivel esperado de desarrollo
conceptual o procedimental y Secuenciacion de temas. Por ejemplo, saber
gue desde tercero de primaria el estudiante puede desarrollar estrategias de
composicion y descomposicion de figuras.

Todos estos subdominios nos permiten tener una amplia mirada sobre los
diferentes aspectos que componen el conocimiento especializado del profesor de
matematica y mediante ellos podremos hacer el analisis para presentar los
resultados de esta investigacion.

2.2. Teoria de Registros de Representacion Semidtica
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Utilizamos también aspectos de la Teoria de Registros de Representacion
Semiodtica de Duval como marco tedrico, centrandonos en el registro figural y la
aprehension operatoria de reconfiguracion. Para Duval (2011) es fundamental que
en la actividad matematica se puedan movilizar muchos registros de representacion
semidtica. Segun el autor, existen cuatro tipos de registros: el registro de lenguaje
natural, algebraico, figural y gréfico.

Segun Duval (2011), el registro de lenguaje natural consiste en la designacion
de objetos mediante enunciados, puede ser oral o escrita. El registro algebraico
consiste en la escritura algebraica y el lenguaje formal. El registro figural tiene que
ver con la construccion y deconstruccion de formas a mano libre 0 mediante el uso
de instrumentos. Y el registro grafico tiene que ver con el uso de esquemas, ejes de
coordenadas e interpolacion.

En esta investigacion, nos centramos en el registro figural. Segun Duval (2004)
las figuras juegan un papel fundamental en la comprension de los problemas de
Geometria ya que forman un soporte intuitivo para las actividades a través de la
exploracion. Duval (2012) considera a la figura como una aprehensién cognitiva y
menciona que existen cuatro formas diferentes de aprehender el registro figural,
segun su rol son: aprehension perceptiva, operatoria, discursiva y secuencial; cada
uno de ellas independiente de las deméas. Cabe resaltar que para el autor,
aprehender vendria a ser la comprension total de un objeto mediante sus
representaciones y propiedades.

En esta investigacion trabajaremos con tres tipos de aprehensiéon: La
aprehension perceptiva, aquella que permite identificar o reconocer inmediatamente
una forma o un objeto matematico en el plano o en el espacio; la aprehension
discursiva, que corresponde a la explicacién de otras propiedades matematicas de
la figura no indicadas de manera explicita; y la aprehension operatoria, que tiene
gue ver con las modificaciones o transformaciones que podemos hacer a las figuras
por lo que se distinguen tres tipos: la modificacibn mereoldgica, la modificacion
Optica y la modificacion posicional. La modificacion Optica consiste en aumentar,
disminuir o deformar la figura inicial transformandola en una nueva figura llamada
imagen. Y la modificacién posicional, por su parte, consiste en el desplazamiento de
una figura mediante movimientos de rotacién, traslacion y simetria.

Duval (2012) menciona que la reconfiguracion es un tipo de modificacion
mereoldgica que consiste en la descomposicion en unidades figurativas de la misma
dimension que la inicial, para luego ser recombinadas en otra nueva figura. Existen
tres tipos de reconfiguracion: heterogénea, cuando se divide en partes diferentes;
homogénea, cuando se divide en partes iguales; y estrictamente homogénea,
cuando se divide en partes iguales y las partes son iguales ademas a la figura
inicial.

2.3. Medida de area
Diversos autores enfatizan que una gran cantidad de alumnos presentan

dificultades al resolver problemas vinculados a la medida de area (Corberan, 1996).
Estas dificultades pueden estar relacionadas con una baja comprensién del
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significado del concepto de &area y que muchas veces resulta confusa entre los
autores y los textos escolares. Por ello, consideramos necesario iniciar
diferenciando los conceptos de superficie y area. Douady y Perrin-Glorian (1987)
definen a la superficie plana como la parte acotada de un plano cuyo interior no
vacio esta limitado por una o mas curvas cerradas de longitud finita. Con respecto al
area, los autores la definen como la funcibn de medir la ocupacién del plano
independientemente de la forma. Con base en lo descrito, utilizaremos los
siguientes términos: superficie como parte limitada del plano; area como magnitud
fisica, cualidad o propiedad de la superficie; y medida de &rea como numero
asociado al area cuando se ha hecho la eleccion de la unidad de medida.

Con respecto a las dificultades, Tan-Sisman y Aksu (2009) mencionan que las
mas persistentes son las que se vinculan con el uso de formulas y con la idea de
que el area permanece inalterable aun cuando la figura es dividida en partes y
reorganizada en una figura diferente. La literatura menciona que existen dos formas
de aprender a calcular la medida de area de una figura: mediante procedimientos
geométricos y mediante procedimientos numéricos. Las investigaciones demuestran
que la exploracibn geométrica tiene mejores resultados en la comprensiéon del
estudiante (Tomova, 2017) y existen factores que pueden favorecer el célculo de la
medida de area como la hoja cuadriculada (Pessoa, 2010). Sin embargo, los
estudiantes tienen mas arraigado el pensamiento numérico que el geométrico
(Montserrat et al., 2016) pues esta es la forma en la que se suele introducir la nocion
de area en la escuela, mediante el uso de férmulas (Caviedes et al., 2019).

3. Metodologia

Esta investigacion se enmarca en el paradigma interpretativo porque busca
comprender, describir e interpretar el conocimiento del docente de Educacion
Primaria (Mufioz Catalan, 2009). Ademas, tiene un enfoque cualitativo porque se
quiere analizar a profundidad un fendmeno desde la perspectiva interpretativa. Esta
exploracion tiene un disefio con rasgos de estudio de casos pues no verifica todas
las condiciones que tienen las investigaciones de este tipo.

Los informantes son dos profesores con mas de 10 afios de experiencia, de
pseudonimos Ana y Juan. Se seleccionaron porgue ambos ensefian matematica en
sexto grado de Educacién Primaria y se mostraron dispuestos a participar de este
trabajo. Cabe mencionar que si bien ambos tienen mas de 10 afos trabajando y
actualmente ensefian matematica, son profesores especialistas en el area de
ciencias. Uno de ellos (Ana) ha tenido experiencia ensefiando matematica en cuarto
grado de primaria (9-10 afios) muchos afos atras. El periodo de recogida de datos
se realiz6 durante el primer bimestre del curso escolar 2022.

Se construyo una entrevista semiestructura con algunas preguntas tomadas de
la investigacién de Castillo (2018). Se realizé dicha entrevista a ambos docentes por
separado con el objetivo de identificar aspectos relevantes y caracteristicos sobre
los conocimientos que movilizan. Para llevar a cabo el analisis de contenido, es
decir, el proceso de recoger y resumir datos escritos, se realiz0 una transcripcion
literal de las entrevistas con el propdsito de identificar aquellos episodios que nos
permitan visualizar indicios sobre los conocimientos movilizados por los maestros en
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torno a la ensefianza y aprendizaje del calculo de medida de areas mediante la
reconfiguracion. La revision de las entrevistas se realiz6 de forma lineal, a cada
episodio con informacion relevante se le asignaba uno o algunos de los subdominios
del MTSK

4. Resultados

Nos centraremos en analizar aquellos episodios que consideramos importantes
a la hora de abordar la reconfiguracion para determinar la medida de area de figuras
bidimensionales. Para ello, hemos decidido organizar el andlisis de la siguiente
manera. Primero hablaremos sobre el dominio Conocimiento pedagégico del
contenido (PCK) y en él, analizaremos indicios que hablen sobre el conocimiento de
la ensefianza de las matematicas (KMT), luego de las caracteristicas del
aprendizaje de las matematicas (KFLM) y después de los conocimientos sobre los
estandares de aprendizaje de la matematica (KMLS), pues es el dominio del que
mas hemos obtenido informacion. Acto seguido abordaremos el dominio
Conocimiento Matematico (MK) con sus tres subdominios: Conocimiento de los
temas (KoT) Conocimiento de la estructura matematica (KSM) y Conocimiento de
las practicas en matematica (KPM).

Los siguientes episodios corresponden a extractos de la entrevista realizada al
profesor Juan.

e Invest.: Permiteme que lo dibuje, ¢estas mencionando que esto de aca
(sefalando el triangulo rectangulo) es un cuadrado?

Teniendo en cuenta que cada cuadrado de la cuadricula mide 1u?
de drea, ¢cdmo calcularias la medida del area de la siguiente
figura?

4

Figura 1. Respuesta del profesor Juan a la pregunta 5 de la entrevista

e Juan: O sea si ellos asumen que esto es un cuadradito entonces este de
aca (sefalando una parte del triangulo rectangulo) se complementa con este
cuadradito, yo diria que son 1 solo. Entonces estos dos forman un
cuadradito completo. Entonces, ellos asumen que podria ser de esta forma
tratando de entender que lo Unico que piden es unir los cuadraditos, aca
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igual (sefialando el otro extremo). De tal forma que asi poco a poco van
encontrando las dimensiones. (Episodio 1.J.)

e Juan: Bueno, como te decia, pensando en como actian mis alumnos, ellos
utilizarian este sistema de complementar los cuadrados para hacer una sola
unidad y luego poder contar cuantos cuadrados al final han tenido. Y poder
de esta manera calcular la medida del area. Entendiendo que tienen que
completar, yo si veo que ellos podrian hacer eso. Y de esa manera
encontrar el area. (Episodio 2.J.)

En estos episodios observamos indicios del KMT del profesor Juan. En el
primer episodio 1.J. encontramos indicios sobre la categoria estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos para la ensefianza pues en él, Juan explica como el triangulo
rectdngulo de la esquina izquierda superior tiene 1 de area justificando que ambos
pedazos de cuadricula se complementan. Mientras que en el segundo episodio 2.J.
el docente afirma que el recurso de la cuadricula y la reconfiguracién permite a los
estudiantes calcular la medida del area de la figura aduciendo que las partes
incompletas se pueden complementar formando la unidad. Estos episodios también
nos dan indicios sobre el KMT del profesor en la categoria de Recursos didacticos
pues observamos que el profesor conoce al menos un recurso, la cuadricula, que
permite a los estudiantes calcular la medida de area de una figura bidimensional.

Los siguientes episodios corresponden a extractos de la entrevista realizada a
la profesora Ana.

e Ana: Lo primero y mas importante es ver cudl es el concepto de qué es
area. Antes de introducir cualquier férmula, a qué se refiere el area. Poder
trabajar con el concepto de area en diferentes contextos lo mas reales
posibles. Se me ocurre pensando en el area de la clase, contando cuantos
cuadraditos hay en el piso. Trabajar ese concepto con cosas que tenemos a
la mano, mas concretas y luego pasar a lo mas abstracto. Y luego que ellos
puedan inferir o deducir cual es la férmula para el cuadrado y para
rectangulo y no sé si llegamos al triangulo. (Episodio 1.A.)

e Invest.: ; Como resolverias el siguiente problema?

Si a la figura C le hacemos dos cortes sobre las lineas punteadas y con las
piezas formamos la figura D, ¢son iguales las areas de Cy D? ¢ por qué?

| i
C D

Figura 2. Pregunta 4 de la entrevista semiestructurada
e Ana: Si porque sélo estas redistribuyendo el area que esta ocupada. Sélo

estas cambiando de sitio, pero estas usando la misma area. O sea, cambio
el “layout” pero el area es la misma. No se ha aumentado el papel. Se
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podria hacer con medidas o también se podria demostrar de una forma
concreta, teniendo una hoja y cortandola. (Episodio 2.A.)

Estos dos episodios nos dan indicios del KMT en relacidon con la categoria
estrategias, técnicas, tareas y ejemplos que la profesora usa al momento de abordar
la ensefianza del area. En el episodio 1.A. menciona que partiria del concepto de
area y luego lo aplicaria a diferentes contextos de la vida real como por ejemplo
calcular el area del salon de clases contando el niumero de baldosas. La maestra
conoce una estrategia de resolucion de problemas bajo un enfoque tradicional.

El episodio 2.A. nos da indicios sobre el KMT de la profesora en la categoria
de Recursos didacticos, la profesora nos explica el uso de la hoja como recurso
para facilitar la comprension de la reconfiguracion, cortando la hoja en partes
iguales y reorganizandolas. Esto hace referencia a la importancia de trabajar con
material concreto para luego trabajar con representaciones graficas. Desde la teoria
de registro de representacién semidtica, nos estaria dando un ejemplo de
reconfiguracion de tipo homogénea. Con respecto a este mismo subdominio,
observamos que la docente conoce el procedimiento de descomposicién de la
superficie en unidades congruentes. A continuacion, otro extracto de la entrevista a
la profesora.

e Invest.: ¢ Qué beneficios tiene la estrategia que esta utilizando?

e Ana: Yo creo que un poco de lo que comentaba antes, que un alumno
pueda aplicar o hacer dos figuras geométricas y luego sumar las areas, da
indicios o evidencias de que el alumno comprende lo que es el area, que Si
yo sumo las areas es igual al area buscada. Nuevamente esta idea de
entender el concepto de area para poder aplicarlo a utilizarlo de una manera
distinta. (Episodio 3.A.)

e Invest.: Si, ¢le encuentras alguna desventaja o no?

e Ana: Eventualmente quizas tengas una figura que no esta compuesta, o que
los pedazos faltantes o sobrantes no son regulares, de repente no son
medios cuadrados y eventualmente puedes tener una situacion en la que no
vas a poder aplicar esto de recomponer. Por ejemplo, figuras circulares o
como te digo no, triangulos no llega hasta aca sino hasta aca [haciendo
referencia a las secciones en donde la figura no cubre completamente la
cuadricula]. Alguna manera en donde el triangulo no esté a la mitad.
(Episodio 4.A.)

e Invest.: En dénde le pidan por ejemplo calcular el &rea de una isla (ver figura
3)
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Figura 3. Representaciéon de larespuesta de la profesora Ana a la pregunta 14 de la
entrevista

e Ana: Por ejemplo ¢no?, o en donde tengas un triangulo aca pero que sea
asi [haciendo referencia a un triangulo que ocupa la mitad de un cuadrado
de la cuadricula]. Aqui tengo un pedacito y no voy a poder calcular el area
precisa 0 exacta porqgue no todo completa hacia una unidad cuadrada.
(Episodio 5.A.)

En estos ultimos episodios también encontramos indicios sobre el KMT de la
profesora Ana en la categoria de recursos didacticos. La docente conoce los
beneficios del uso de la cuadricula como medio que favorece la composicion y
descomposicion de figuras (episodio 3.A.). Por otro lado, también reconoce las
limitaciones de su uso para figuras con superficies curvas o cuyos lados no
coincidan con las lineas de la cuadricula. (Episodio 4.A. y 5.A.)

Con respecto al subdominio del conocimiento de las caracteristicas del
aprendizaje de las matematicas, encontramos indicios en los episodios 1.J, y 2.J.
Juan indica que los alumnos asumen que las partes incompletas de la cuadricula
podrian unirse formando un cuadrado completo. Esto nos da indicios del KFLM de
Juan en la categoria de Formas de interaccion con el contenido, pues él sabe lo que
los alumnos tienden a pensar con respecto a este tipo de tareas. En los siguientes
episodios también identificamos aspectos del KFLM del profesor Juan:

e Juan: Bueno en primer lugar la primera dificultad que suelen tener ellos es
comprender exactamente lo que estan calculando. Luego, cuando se trata
de hallar matematicamente el area, el poder recordar las férmulas que
tienen que utilizar. Entonces la idea de poder conseguir qué mecanismo es
mucho mas sencillo, y que les permita deducir la formula. (Episodio 3.J.)

e Juan: Yo creo que es muy importante en el aspecto visual o como te decia
los muchachos siempre van de menos a mas. Entonces si partimos de lo
abstracto que podria ser simplemente la elaboracion de una férmula, para
ellos no tiene mucho sentido mas que algo operativo. Pero si parten de un
hecho asi visual, de nociones muy elementales entonces si la encuentran un
sentido. (Episodio 4.J.)

En estos episodios observamos indicios del KFLM del profesor Juan en la
categoria de Fortalezas y dificultades. En el episodio 3.J. el docente sabe que los
estudiantes tienen dificultades al comprender el concepto de area en el sentido de
gue lo asocian a un nimero, pero no saben qué significa ese numero. Por otro lado,
valora la importancia del uso de representaciones gréaficas pues el uso de formulas
s6lo permite la exploracién del area desde el punto de vista numérico y algebraico
mas no desde el punto de vista geomeétrico. Esto nos da indicios sobre la categoria
de fortalezas en el aprendizaje de las mateméaticas. En el siguiente episodio
encontramos indicios del KFLM de la profesora Ana.

e Ana: La verdad es que es mi primer afilo enseflando matematicas después

de mucho tiempo, casi 11 afios y todavia no trabajamos el tema de areas. El
anico acercamiento que hemos tenido ha sido tangencial sobre areas y la
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reaccion de los chicos ha sido como que “areas no por favor”. La dificultad
que podria tener si fuéramos a desarrollar ese tema, la verdad es que no
sabria qué especificamente voy a encontrar. (Episodio 6.A.)

En este episodio 6.A. la profesora Ana no logra identificar algunas de las
dificultades en los estudiantes con respecto al aprendizaje del area (Categoria de
Fortalezas y debilidades del subdominio KFLM). Sin embargo, si hace referencia al
aspecto emocional mencionando que el tema de &reas genera ansiedad en los
estudiantes. Es interesante notar que cuando se le hizo la pregunta directa a la
profesora Ana sobre las dificultades de sus estudiantes con respecto al area en el
curso de matematica no logré dar respuesta, pero al final de la entrevista cuando se
le pregunto sobre las dificultades en el calculo de area dentro del curso de ciencias
si lo logré hacer como lo muestra el siguiente extracto de la entrevista.

¢ Invest.: Una ultima pregunta, ¢.en ciencias han usado el concepto de area?

e Ana: Ay qué dificil tu pregunta. En algin momento cuando hemos trabajado
la fotosintesis, si vemos cdmo ha quedado el area de la hoja. También en el
medio ambiente. (Episodio 7.A.)

e Invest.: ¢y los chicos tienen dificultades?

e Ana: Lo que pasa es que no necesariamente nos enfocamos en la parte
matematica sino en el concepto de area entonces no es que estén
midiendo, pero tienen que entender el concepto de area para hacer
comparaciones, para hacer aplicaciones, para definir un método para
levantar informacion. Entonces no es operativo sino mas conceptual. Y
dificultades si las hay. Hay algunos que solo se van a la parte mecéanica y
no a la conceptual. (Episodio 8.A.)

En el episodio 8.A. observamos indicios sobre el KFLM de la profesora Ana
con respecto a las dificultades en el aprendizaje de los estudiantes. Ella menciona
gue los estudiantes calculan la medida del area de una figura de una manera
mecanica pero que no logran comprender lo que estad haciendo, es decir, tienen
dificultades a nivel conceptual. A continuacién, otro extracto de la entrevista al
profesor Juan.

e Invest.: La estrategia utilizada por el estudiante se llama reconfiguracion,

jusarias esta estrategia para ensefiar a calcular areas de figuras
geomeétricas? ¢ Por quée?
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PROBLEMA SOLUCION

Teniendo en cuenta que cada cuadrado | 4, 4= Hx Z=HD
de la cuadricula mide 1u? de drea. Calcula
la medida del area de la siguiente figura: E‘

Figura 4. Pregunta 6 de la entrevista semiestructurada

e Juan: Bueno como un primer paso si, ellos visualmente lo ven mas claro
Ahora, definitivamente ya mas adelante van a poder calcular el area de
figuras de mayor complejidad. Pero inicialmente si, creo que es la mejor
manera de poder desarrollarlo (Episodio 5.J.)

e Invest.: Entonces para ti eso seria como el primer paso

e Juan: Ahora, una de las dificultades que estamos trabajando en sexto grado
es la capacidad de poder comunicar las ideas. Entonces para muchos esto
esta clarisimo (ver Figura 4). Sin embargo, para alguien que por primera vez
lo ve, no lo va a entender, o sea tiene un problema de comunicacion.
(Episodio 6.J.)

e Invest.: Entonces para ti no es muy claro el proceso.

e Juan: O sea solamente si lo presentan, asi como est4, viene un chiquito de
sexto grado y lo mira, a primera vista no lo va a entender, asi como esta. El
va buscar evidencias en la imagen y sobre esta imagen va a poder
desarrollar su resultado, pero asi como esta pienso que hay un problema de
falta de comunicacion. El que lo ha hecho si lo entiende, pero el que lo ve
por primera vez o un chiquito de sexto grado no lo va a entender. (Episodio
7.J)

En los episodios 5.J. y 7.J., tenemos indicios sobre el KFLM del profesor en
cuanto a la categoria de formas de interaccion, pues Juan conoce la forma de
proceder de sus alumnos frente a este tipo de tareas. Por ejemplo, en el episodio
5.J., él menciona que usaria la estrategia de reconfiguracibn como un primer paso al
célculo de areas pues permitiria visualizar mejor y facilitar la comprension de sus
alumnos. Mientras que en el episodio 7.J. menciona que sus estudiantes a primera
vista no entenderian el proceder del estudiante pues el procedimiento deberia ir
acompafado de una explicacion (aprehension discursiva).

Ahora continuaremos con el subdominio Conocimientos sobre los estandares
de aprendizaje de la matemética (KMLS).

En el episodio 1.A., tenemos indicios sobre el KMLS de la profesora Ana con

respecto a la categoria de secuencia de temas. Observamos que ella no tiene
claridad sobre los aprendizajes esperados para sexto grado de primaria pues no
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logra identificar cudles son las figuras bidimensionales que se abordardn en el
grado.

Por otro lado, en el episodio 5.J. también encontramos indicios sobre el KMLS
del profesor Juan en la categoria de nivel esperado de desarrollo procedimental. El
docente menciona que usaria la estrategia de reconfiguracion para calcular la
medida de areas de figuras simples como la mostrada en el grafico, pero para
figuras de mayor complejidad ya no le seria de utilidad. Probablemente Juan se esté
refiriendo a figuras en las que las todos los lados no coincidan con las lineas de la
cuadricula o en figuras de superficie curva. A continuacion, otro extracto de la
entrevista al profesor Juan.

e Invest.: ¢En qué crees que puede aportar esta estrategia en el aprendizaje
de los estudiantes?

e Juan: Yo creo que es muy importante en el aspecto visual o como te decia
los muchachos siempre van de menos a mas. Entonces si partimos de lo
abstracto que podria ser simplemente la elaboracion de una formula, para
ellos no tiene mucho sentido mas que algo operativo. Pero si parten de un
hecho asi visual, de nociones muy elementales entonces si la encuentran un
sentido. (Episodio 8.J.)

En este episodio 8.J. también observamos indicios sobre el KMLS del profesor
Juan con respecto a la categoria de Nivel esperado de desarrollo conceptual o
procedimental, cuando menciona que la capacidad de abstraccion todavia no esta
muy bien desarrollada en los estudiantes de sexto grado de primaria por lo que el
aspecto visual se hace necesario en el aprendizaje del concepto de area. También
menciona que el uso de férmulas no tiene mucho sentido para los estudiantes en su
aprendizaje.

Ahora procederemos a analizar el dominio del Conocimiento Matematico a
través de sus tres subdominios.

Con respecto al subdominio del Conocimiento de los temas, en el episodio 2.J.
encontramos algunos indicios del KoT del profesor Juan en la categoria de
procedimientos, pues él asume como valido el procedimiento matematico usado por
sus alumnos. Este procedimiento consiste en identificar que en la figura se
presentan partes de un cuadrado y que al juntarlas de manera mental mediante
movimientos de rotacion y/o traslacion se genera un cuadrado completo. Dicho
procedimiento lo conocemos como reconfiguracion, es de naturaleza geométrica y
corresponderia a un procedimiento de aprehension perceptiva pues las formas que
componen la superficie son justificadas “al 0jo”.

Por otro lado, en el episodio 2.A., la profesora Ana hace referencia al
procedimiento de la reconfiguracion como una forma de demostracion de que el
area de dos figuras de diferente forma, pueden mantener la misma area. Esto nos
da indicios sobre el KoT de la profesora Ana en la categoria de procedimientos.

Asimismo, en el episodio 1.A. observamos que la profesora Ana conoce un uso
y aplicacion de las areas en la vida real al proponer situaciones cercanas al contexto
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del estudiante como es el calculo de la medida de &rea del piso del salén de clases.
Esto nos da indicios sobre el KoT de la docente en la categoria de Fenomenologia y
aplicaciones. Mientras que en los episodios 7.A y 8.A. también encontramos indicios
sobre los usos y aplicaciones del area en la vida real. La profesora menciona que,
en el area de ciencias, se usa este concepto para calcular el area de una hoja de
planta y también se usa esta nocion en el tema sobre el medio ambiente. En el
siguiente extracto encontramos indicios del KoT del profesor Juan.

e Invest.: En ciencias, ¢en algun tema hacen uso de &reas?

e Juan: Si en primer grado de media hay un trabajo que se hace en
Tambopata porque van al campo, hacen mediciones y se les pide calcular
areas. Justamente usan los cuadraditos para disefiar figuras y hallar el
area. (Episodio 9.J.)

En este episodio 9.J. encontramos indicios del KoT del profesor Juan en la
categoria Fenomenologia y aplicaciones. El menciona que una de las aplicaciones
del concepto de area en la disciplina de ciencias es cuando los estudiantes realizan
un viaje a Tambopata, zona de selva en el Perd, en donde los estudiantes deben
hacer el célculo de la medida de areas de determinadas parcelas y usan la técnica
de la cuadricula con estacas y sogas.

En los episodios 6.J. y 7.J. observamos indicios del KoT del profesor Juan en
la categoria de registros de representacion. Juan menciona que el uso de la
representacion grafica y numeérica en la solucion no es suficiente para su
comprensién, hace falta ademas la representacion verbal (aprehension discursiva).
Esto se relaciona con el conocimiento de Juan con respecto a diferentes tipos de
representacion, al menos tres, pues menciona que ademas de la representacion
grafica y aritmética, estas deben ir acompafiadas del lenguaje natural. A
continuacion, otro extracto de la entrevista al mismo profesor.

¢ Son iguales las areas de las figuras Ay B? ¢ Por qué?

A B

Figura 5. Pregunta 3 de la entrevista semiestructurada

e Juan: Claro, una de estas figuras esté inclinada, la primera es un cuadrado,
pero la segunda es un rombo. Entonces simplemente es lado por lado. A
simple vista un alumno de sexto de primaria responderia que Ay B son lo
mismo, solo que B esta inclinado, pero si los mido con una regla podria
demostrar que tienen las mismas dimensiones y con eso podria calcular el
area (Episodio 10.J.).
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En este episodio 10.J. encontramos indicios del KoT del profesor Juan en la
categoria de definiciones, propiedades y fundamentos. Observamos que Juan
domina una clasificacion excluyente de los cuadriladteros pues al decir que la primera
figura es un cuadrado y la segunda un rombo, no considera que el cuadrado es un
caso particular del rombo y que por lo tanto las figuras A y B son cuadrados y
rombos a la vez (aprehension perceptiva). Por otro lado, cuando el docente
menciona que la figura B es la figura A inclinada, nos da indicios que conoce el
movimiento de rotacion y que ademas conoce que a pesar que la figura cambie de
posicion en el plano, su area se mantiene inalterable. Cabe resaltar que el docente
menciona la frase “lado por lado” haciendo alusion a la formula del area del
cuadrado (KMT). A continuacion, las respuestas de la profesora Ana para la misma
tarea:

e Ana: Claro, lo que yo haria primero es medir los lados de cada una de las
figuras, y si los lados de las figuras son iguales entonces tienen areas
iguales (Episodio 9.A.).

e Invest.: ¢;Qué calcularias? ¢ un lado? ¢ todos los lados?

e Ana: Los lados primero porque a simple vista parecen cuadrados. Entonces
(coge la regla), veo que esto mide 2, este mide 2. Aca también mide 2 y este
también (ver imagen). Entonces si son iguales (Episodio 10.A.).

¢Son iguales las areas de las figuras Ay B? é¢Por qué?

2
A B

Figura 6. Respuesta de la profesora Ana a la pregunta 3 de la entrevista

En estos episodios encontramos indicios sobre la categoria de Definiciones,
propiedades y fundamentos del KoT de la profesora Ana. En el episodio 10.A.
observamos que, a diferencia del profesor Juan, la profesora Ana si conoce una
clasificacion incluyente de los cuadrilateros porque reconoce a ambas figuras como
cuadrados (aprehension perceptiva). En los episodios 9.A. y 10.A. observamos
ademas que la profesora no se deja llevar por percepciones visuales y hace uso de
instrumentos de medicion para obtener la medida de los lados de las figuras. Al
comprobar que efectivamente tiene la misma medida de lados, ella concluye que
tienen la misma area.

Ahora, analizaremos el subdominio de la estructura de la matematica (KSM)
para ello presentamos un extracto de la entrevista a Juan.

e Invest.: ; Como explicarias el razonamiento de este estudiante?

e Juan: Es visual, basicamente es visual. A los alumnos de sexto grado les
gusta mucho visualizar las cosas. No tanto lo abstracto sino aquello que
pueden visualizar y poder medir. Para ellos es mucho mas facil recurrir a un
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método que les permita hacer mediciones en este caso con la regla, tienen
que verlo, no pueden deducir ninguna formula. Simplemente va a ser en
base a lo que observan. (Episodio 11.J.)

En este episodio 11.J. encontramos indicios sobre el KSM de Juan en cuanto a
la categoria de Conexiones auxiliares. Juan menciona que para calcular la medida
del area de una figura el estudiante debe hacer uso del concepto de visualizacion
como un elemento auxiliar.

Finalmente, analizaremos el subdominio Conocimiento de las practicas en
matematicas (KPM). Para ello, presentamos un extracto de la entrevista a la
profesora Ana.

e Ana: Lo que yo haria aqui, es decir, aplicando lo que me ensefiaron cuando
era chiquita, es contar los cuadrados enteros que tienen, y luego después
los que tienen mas de la mitad del cuadrado completo contarlos como uno y
los que tienen menos de la mitad no los cuento. No sé si eso es valido en
matematica, porque es un contenido que he revisado hace afios pero
trataria de descifrar si todos estos pedazos que no forman cuadrados
completos, si forman cuadrados completos. Contaria y marcaria asi 1, 2, 3,
4, etc. para no perder la cuenta (ver Figura 7) (Episodio 11.A.).

Teniendo en cuenta que cada cuadrado de la cuadricula mide 1u?
de drea, écodmo calcularias la medida del area de la siguiente
figura?

Figura 7. Respuesta de la profesora Ana a la pregunta 5 de la entrevista

e Invest.. Entonces contarias todos los cuadrados que son completos, y los
gue son incompletos dependiendo si es casi toda la figura lo contarias como
uno y si no, no.

e Ana: Esa seria una forma, pero si quisiera hacerlo mas preciso lo que
haria es cortar y pegar, y ver si estos dos forman uno completo. (Episodio
12.A)).

En estos episodios observamos indicios del KPM general de Ana en la
categoria de Resolucién de problemas, pues ella estd haciendo uso de la estrategia
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heuristica dividir el problema en partes. En el episodio 11.A. ella menciona que
dividiria la figura en partes y usaria dos estrategias de resolucién. Para aquellos
cuadrados que estan completamente pintados utilizaria la estrategia del conteo,
mientras que para los cuadrados que no estan completamente sombreados utilizaria
la estimacion. Luego en el episodio 12.A. Ana frente a una hipétesis que se plantea,
gue con dos partes de una figura se puede formar un cuadrado completo, ella lo
comprobaria de manera concreta cortando y pegando la figuras.

5. Conclusién

En primer lugar, es fundamental el conocimiento de las propiedades de las
figuras como por ejemplo saber que el area se mantiene independiente de la forma
de la figura, aplicar esta propiedad a una gran variedad de ejemplos y hacer uso de
diferentes representaciones (KoT), pues todo ello le permite al docente analizar,
verificar o sugerir respuestas de solucion frente a la resolucion de problemas del
célculo de medida de areas (KPM). Por otro lado, es muy importante también
conocer las fortalezas y debilidades de los alumnos con respecto a esta nocion
(Corberan, 1996), sobre todo en la comprension de la nocion de area (KFLM). Para
ello, los maestros proponen el uso de diferentes recursos, como por ejemplo el
papel o cartulina para representar las figuras, cortarlas en partes y reordenarlas
para asi generar nuevas figuras, lo que podria fomentar en los alumnos la
generacion de hipotesis sobre la conservacion del area (KMT).

En segundo lugar, si bien los docentes no tienen en claro la secuencia de
temas por ser profesores de ciencias ensefiando matematica, si son conscientes del
nivel esperado de desarrollo conceptual y procedimental en los estudiantes (KMLS).
Conocen que los estudiantes de sexto de primaria todavia no han desarrollado
totalmente su pensamiento abstracto por lo que se requiere el disefio de actividades
con materiales concretos y recursos como la hoja cuadriculada (KMT), como lo
sugeria diversos autores (Pessoa, 2010; Moreno y Climent, 2021). Ambos docentes
son conscientes de la importancia que el estudiante comprenda la nocién de area,
sin embargo, ambos ensefian el calculo de medidas de &rea mediante formulas
(KMT), compartiendo la idea de Douady y Perrin-Glorian (1987) con respecto a
como se suele abordar la nocion de area en la escuela. Es decir, su aproximacion al
célculo de medidas de area es mediane un enfoque numérico y cuando no ven
nameros en la figura tienden a usar instrumentos de medicion como la regla, como
lo mencionan las investigaciones (Caviedes et al., 2019).

Es importante resaltar que ambos profesores reconocen a la reconfiguracion
como una opcién para introducir el calculo de medida de areas (KoT) pues facilita la
comprensiéon de la nocion de area y aleja a los estudiantes de la clasica forma de
aprender mediante formulas (KFLM), esto refuerza la idea de Tomova (2017) con
respecto al potencial de ensefiar bajo un enfoque geométrico. Por lo que nos hace
pensar que es importante que el docente conozca las dos formas de aprender a
calcular la medida de éareas, es decir, mediante procedimientos geométricos y
numericos. Esto le permitiria establecer mejores relaciones entre formas planas y
tridimensionales incluso (KSM). Es fundamental destacar que los docentes poseen
conocimientos sobre la composicion y descomposicion de figuras (reconfiguracion)
sin haber recibido una formacién sobre esta nocidn pues el Disefio Curricular Basico
Nacional de Formacion Inicial Docente de Educacion Primaria no se menciona de
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manera explicita (Ministerio de Educacion, 2019). Probablemente este sea un
conocimiento que venga de la practica y que de ser considerado dentro de la
formacion inicial y formacién continua, seria robustecido.

También rescatamos el uso del MTSK como una herramienta potente para
poder caracterizar y comprender mejor el conocimiento especializado del profesor
de matematicas. Gracias a este modelo se ha podido reflexionar sobre la pracitca
del profesor de matemaitcas y estamos convencidos que los resultados de esta
investigacion y las posteriores podrian contribuir en la elaboracion de propuestas de
formacion docente. (Fuentes, 2020)

Con respecto a las limitaciones de este estudio, la principal es que los
informantes son profesores especialistas en ciencias ensefiando matematica. Esto
representa una limitacion pues dentro de cada subdominio hay mas elementos que
pudieron haber emergido. Por ejemplo, el uso de recursos para facilitar la
comprensién de la reconfiguracién como el tangram (KMT). No obstante, también
representa una fortaleza porque mencionaron muchas aplicaciones del calculo de la
medida de &rea a situaciones de la vida real, como medir el area de un terreno
durante un viaje de estudios, el area de una hoja dentro de la fotosintesis, etc.
(KoT). Por ello sugerimos repetir el estudio con profesores expertos especialistas en
matematica con el fin de enriquecer el elenco de conocimientos. Otra gran limitacion
fue la emergencia sanitaria a causa del COVID-19 que no permitia la continuidad de
las clases de manera presencial.

Los siguientes pasos para esta investigacion seria hacer un estudio de casos
completo que incluya la elaboracion de cuestionarios de identificacion de
conocimiento para maestros expertos y la observacién de sesiones de clase. Los
resultados de estos estudios podrian tener implicancias en el disefio y
secuenciacion estratégica de tareas para formadores de futuros docentes.
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