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Resumen

En este trabajo se indaga en los procesos de validacion que logran
estudiantes del ultimo afio de la escuela secundaria, a través de
herramientas tedricas del Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la
instruccidon matematicos. A partir de la propuesta de problemas que
exigen la validacién de propiedades matematicas, se realiza un estudio
de casos, analizando objetos y procesos que influyen y condicionan las
practicas argumentativas de los estudiantes. También se determinan los
niveles de algebrizacion donde se sitian dichas practicas y conflictos
semidticos efectivos que obstaculizan el avance hacia el tipo de
validacion deductiva pretendida en los primeros afnos de la universidad.
Palabras claves: validacidon de propiedades, analisis ontosemidtico,
conflictos semioticos, niveles de algebrizacion.

Abstract

This work investigates the validation processes achieved by students in
the last year of high school, through theoretical tools of the Ontosemiotic
Approach to mathematical knowledge and instruction. From the proposal
of problems that require the validation of mathematical properties, a case
study is carried out, analyzing objects and processes that influence and
condition the argumentative practices of the students. The levels of
algebrization where these practices and effective semiotic conflicts that
hinder progress towards the type of deductive validation sought in the first
years of university are also determined.

Keywords: property validation, ontosemiotic analysis, semiotic conflicts,
levels of algebrization.

Resumo

Este artigo investiga os processos de validacdo alcangados por alunos
do ultimo ano do ensino médio, por meio de ferramentas tedricas da
Abordagem Ontosemidtica para o conhecimento e ensino matematico. A
partir da proposicdo de problemas que requerem a validacdo de
propriedades matematicas, é realizado um estudo de caso, analisando
objetos e processos que influenciam e condicionam as praticas
argumentativas dos alunos. Também sdo determinados os niveis de
algbrizagdo onde essas praticas e conflitos semioticos efetivos que
dificultam o avancgo para o tipo de validacao dedutiva buscada nos
primeiros anos de universidade.

Palavras-chave: validagdo de propriedade, abordagem ontosemiética,
conflitos semidticos, niveis de algbrizagao.
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1. Introduccion

La problematica sobre la validacibn en matematica ha suscitado gran
preocupacion e interés en la investigacion en educacion matematica. Tal como lo
expresan Barreiro, Carnelli, Falsetti y Leonian (2012) el término validacion adquiere
importancia, en el ambito de la Didactica de la Matematica, a partir de los trabajos
de la Escuela Francesa, fundamentalmente los llevados a cabo por Brousseau
(1995) y Balacheff (1987). En este contexto la validacidén consiste en “la utilizacion
de recursos de tipo técnicos, tedricos disciplinares y argumentativos - por parte del
que aprende - para garantizar la validez de un resultado formulado” (Barreiro et al,
2012, p. 149). Podemos entender asi la validacion como la actividad tendiente a
justificar la eficacia o correccién de un procedimiento o un resultado, o a justificar el
caracter de verdadero de una propiedad. En este trabajo de investigacién nos
centramos en la validacion entendida en este ultimo sentido, es decir, en la
justificacion de propiedades, como una actividad inherente y fundamental en el
quehacer matematico.

En las ultimas décadas se han realizado diversos estudios en torno a esta
tematica (Balacheff, 2000; Sowder y Harel, 1998; Mariotti, 2006; Recio y Godino,
2001; Boero, Douek, Morselli y Pedemonte, 2010; Stylianides, Bieda y Morselli,
2016; entre tantos otros). Estas investigaciones abordan diferentes aspectos
relacionados a la validacidon, algunas de ellas caracterizando distintos tipos de
argumentacion y otras analizando la relacién entre la argumentacion y la prueba. En
Argentina también se han realizado diversos trabajos (Panizza, 2005; Duarte, 2010;
Barreiro et al, 2012; Mantica y Carbo, 2016), en los cuales se plantean cuestiones
referidas a las validaciones de tipo no deductivas y a los procesos de formulacion y
validacion de conjeturas en estudiantes de secundario e ingresantes a la
universidad.

En nuestra investigacién partimos de un problema didactico vinculado a las
grandes dificultades que manifiestan estudiantes que ingresan a la universidad en
relacion a la posibilidad de validar proposiciones matematicas a las que se enfrentan
en este nivel educativo superior, y en particular, de emplear modos deductivos de
validacion. Esto nos llevd a indagar en los procesos de validacion que desarrollan
estudiantes que cursan el ultimo afo de la escuela secundaria (6to.afio, 17-18
anos). Para ello decidimos realizar un estudio de campo que nos permitiera lograr
una mayor comprensidn de las practicas validativas que despliegan dichos
estudiantes. Se pretende, de este modo, aportar a un reconocido problema de
articulacion entre la escuela secundaria y la universidad, en lo referido a la
justificacion de propiedades matematicas.

En el curriculum de nivel medio, particularmente en los Nucleos de Aprendizaje
Prioritarios de nuestro pais, se plantea que el alumno del Ciclo orientado pueda
lograr:

-La identificacién de los limites del trabajo empirico a partir de la confrontacion de
diferentes tipos de pruebas en funcidn de su valor explicativo y su generalidad.
-La interpretacion de algunas formas de pruebas caracteristicas de esta disciplina,
tales como la referida al rol del contraejemplo para probar la invalidez de una
afirmacién y la demostracion por el absurdo.

-La produccién e interpretacién de conjeturas, admitiendo que es posible acudir a
ejemplos o a dibujos para elaborarlas, pero que no es suficiente para validarlas.
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-La validacion de conjeturas y afirmaciones de caracter general mediante
propiedades matematicas, acercandose asi a las demostraciones. (Ministerio de
Educacién de la Nacién, 2012, p.13-14)

Tomando como marco de referencia institucional lo proyectado en el
curriculum, nos planteamos algunos primeros interrogantes: ¢qué tipo de pruebas
utilizan/desarrollan los estudiantes del ultimo afio del secundario?, ;qué factores
influyen y determinan sus procesos de validacion?, ;qué dificultades manifiestan en
dichos procesos?, jdesde qué lugar y como se pueden explicar dichos factores y
dificultades? Tratar de dar respuesta a estas cuestiones es crucial para tensionar,
recuperar y transformar problematicas referidas a la validacién en el necesario
proceso de articulacion entre el secundario y la universidad.

Es por todo lo anterior que nos propusimos, como objetivo central de nuestra
investigacion, explorar algunas caracteristicas de los procesos de validacion que
pueden lograr estudiantes de 6to. afio de la escuela secundaria, pero desde una
perspectiva diferente a la de otros autores (tales como los ya mencionados), debido
a que, en este trabajo, realizamos un analisis de las producciones de los estudiantes
a partir del uso de herramientas didacticas que aporta el Enfoque Ontosemiético del
conocimiento y la instruccion matematicos (EOS). Consideramos que estas
herramientas son potentes para llevar a cabo un analisis microscopico de la
actividad matematica que nos permita explicar y valorar, desde una perspectiva
ontosemidtica dichas producciones personales.

Para realizar esta exploracion se plantearon a estudiantes de 6to. afio de tres
escuelas secundarias de nuestra ciudad un conjunto de problemas que exigen la
validaciéon de propiedades matematicas inherentes a contenidos curriculares del
nivel. Se analizaron las producciones de los estudiantes, identificando en ellas los
distintos objetos matematicos que ponen en funcionamiento y diferentes procesos
cognitivos por los que transitan en sus practicas, a fin de estudiar como los mismos
influyen o condicionan los procesos de validacion logrados. Esto nos permitio
también indagar en los niveles de algebrizacion donde se situan sus practicas
argumentativas e identificar dificultades por las que atraviesan en las mismas, que
explicamos en términos de conflictos semidticos. Para profundizar en el “tipo” de
argumentacion propuesta en cada caso, recurrimos también a la clasificacion
aportada por Balacheff (2000) en relacién a los diferentes modos de prueba.

Las reflexiones que intentaremos presentar aqui, basadas en estudio de casos,
nos permiten delinear respuestas a los interrogantes planteados anteriormente y
comenzar a pensar en cuestiones claves para atender a la problematica de la
articulacion entre la escuela secundaria y la universidad.

En el apartado 2 de este trabajo describiremos algunas de las herramientas
tedricas y metodoldgicas que se han utilizado en esta investigacion. En el apartado
3 presentaremos dos de los problemas planteados, las resoluciones de cuatro
grupos de estudiantes a estos problemas y el analisis efectuado a cada una de
dichas resoluciones. Finalmente, en el punto 4, esbozaremos algunas reflexiones
finales.
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2. Marco teérico y metodologico

Para abordar nuestra investigacion, tal lo mencionado, hemos adoptado como
marco tedrico y metodoldgico el Enfoque Ontosemiodtico del conocimiento y la
instruccion matematica (EOS) (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font, 2007;
Godino, 2017), el cual constituye un sistema tedrico para la Didactica de la
matematica que intenta articular diferentes puntos de vista y nociones tedricas sobre
el conocimiento matematico, su ensefanza y aprendizaje.

En el marco de este enfoque se introduce la nocion de practica matematica y
de significado (personal e institucional) de un objeto matematico como un
emergente de los sistemas de practicas (que realiza una persona o compartidas en
el seno de una institucion) donde este objeto es determinante para su realizacion.
Dichos sistemas de practicas estan constituidos por redes de relaciones en las que
intervienen, a su vez, diferentes tipos de objetos o entidades primarias:

Situaciones-problemas (tareas, ejercicios...)

Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo...)
Conceptos-definiciones

Propiedades (proposiciones o enunciados sobre conceptos)

Argumentos (usados para validar o explicar las propiedades vy
procedimientos, deductivos o de otro tipo)

e Elementos linguisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos)

Los problemas son el origen o ‘razén de ser’ de la actividad matematica y
promueven la puesta en funcionamiento de ciertos procedimientos, definiciones y
propiedades, como asi también de argumentos para justificar los procedimientos y
propiedades utilizadas. El lenguaje representa a las demas entidades y es
instrumento para la accion, por lo que resulta en elemento esencial en la
transformacion de los significados tanto institucionales como personales.

Por otra parte, tanto los objetos matematicos que intervienen en las practicas
como los emergentes de las mismas pueden ser considerados, segun el juego de
lenguaje en el que participan, desde diferentes facetas duales. Estas, a su vez, dan
lugar a procesos cognitivos duales que se consideran fundamentales en la actividad
matematica, entre los que destacamos, a los fines de este trabajo, los siguientes:

e Proceso de materializacion-idealizacion (asociado a la dualidad ostensivo-
no ostensivo): un objeto ostensivo es utilizado para representar, evocar o
visualizar un objeto no ostensivo o ideal. A su vez un objeto no ostensivo
puede ser materializado mediante un ostensivo.

e Proceso de particularizacion-generalizacion (dualidad extensivo-intensivo):
el pasaje de la consideracion de un objeto particular (extensivo) a un objeto
general (intensivo) y viceversa.

e Proceso de descomposicion-reificacion (dualidad sistémico-unitario): el
problema global puede descomponerse en problemas elementales, es decir,
los objetos (unitarios) intervinientes deben ser tratados como sistémicos.
Pero, tras el proceso de estudio, los conceptos y propiedades emergentes
deben ser reificados, es decir, vistos como objetos unitarios a fin de ser
aplicados a la resolucién de nuevos problemas.
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e Proceso de representacion-significacion (dualidad expresion-contenido):
consiste en atribuir contenido a una expresion, a través del establecimiento
de funciones semioticas (relaciones entre un significante y un significado
segun un cierto criterio de correspondencia). Estos procesos son “densos’
en la trama de objetos y procesos que se ponen en juego en la actividad
matematica.

Los procesos antes mencionados pueden, a su vez, ser fuente de conflictos
semibticos, es decir, de “disparidades o desajustes entre significados atribuidos por
dos sujetos, ya sean estos personas o instituciones” (Godino et al, 2007, p.16), los
cuales permiten anticipar/explicar las dificultades que podrian surgir (o las que
efectivamente surgen) en el transcurso de los procesos de instruccion.

Ademas, al reconocer la existencia del proceso de algebrizacion producido en
el desarrollo de la ciencia matematica que va transformado el significado de los
objetos, el EOS ha avanzado en la categorizacién de diferentes niveles de
algebrizacion para el analisis de la actividad matematica que se despliega en las
practicas personales (Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi, 2014; Godino, Neto,
Wilhelmi, Aké, Etchegaray y Lasa, 2015).

Los criterios para la determinacién de dichos niveles estan vinculados con la
presencia de objetos intensivos de diferentes grados de generalidad, con el
tratamiento que se aplica a dichos objetos y con el tipo de lenguaje utilizado.

En este sentido, se han determinado siete niveles de algebrizacion de los
cuales, para los fines de nuestra investigacion, describiremos los siguientes:

-Nivel 1: Intervienen objetos intensivos de grado dos (es decir, clases de
intensivos de primer grado, como lo son los numeros), cuya generalidad se
reconoce de manera explicita mediante los lenguajes natural, numérico,
icdnico o gestual. Pueden intervenir simbolos que refieren a los intensivos
reconocidos, pero sin operar con estos objetos.

-Nivel 2: Intervienen indeterminadas o variables expresadas con lenguaje
simbdlico-literal para referir a los intensivos reconocidos, aunque ligados a
la informacién del contexto espacial temporal.

-Nivel 3: Se generan objetos intensivos representados de manera simbdlica-
literal y se opera con ellos; se realizan transformaciones en la forma
simbdlica de las expresiones conservando la equivalencia.

Por otra parte, tal como lo hemos mencionado, para poder caracterizar el tipo
de argumentos planteados por los estudiantes, tomamos como marco referencial las
investigaciones de Balacheff (2000). Este autor define los procesos de validacion
como la actividad (razonamiento) que tiene como fin asegurarse de la validez de
una proposicion y, eventualmente, producir una explicacion, una prueba o una
demostracion. Aporta una tipologia de pruebas, en la que distingue entre pruebas
pragmaticas (intimamente ligadas a la accién y a la experiencia) y pruebas
intelectuales (se toma distancia de la accion y se apoyan en formulaciones de las
propiedades en juego y de sus relaciones). Entre los tipos de prueba que caracteriza
podemos mencionar:
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-El empirismo ingenuo: consiste en asegurar la validez de un enunciado
después de haberlo verificado en algunos casos.

-La experiencia crucial: consiste en verificar la proposiciéon en un caso para el
cual se asume que “si funciona en dicho caso, entonces funcionara
siempre”.

-El ejemplo genérico: consiste en la explicacion de las razones de validez de
una asercion a través de la validacion de operaciones o transformaciones de
un objeto en calidad de representante caracteristico de determinada clase.

-La experiencia mental: interioriza la accion, separandola de su ejecucion
sobre un representante en particular. Las operaciones y relaciones que
inician la prueba no son escogidas por el resultado de su puesta en practica.

El paso a la experiencia mental marca la transicion de las pruebas pragmaticas
a las intelectuales. Este aspecto es de especial interés en nuestra investigacion
dado que consideramos que el avance a este tipo de pruebas intelectuales es clave
para lograr la mencionada articulacion entre el trabajo en la escuela secundaria y en
la universidad.

La metodologia empleada en esta investigacion (esencialmente descriptiva e
interpretativa) es inherente y emergente del EOS (Godino, 2002, Godino et al, 2007;
Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014). Mas especificamente, realizamos
un estudio de casos, técnica de investigacion cualitativa que resulta pertinente
cuando se desean analizar la singularidad y profundidad de casos particulares. A
través del mismo se pretende detallar situaciones, recopilar, seleccionar, describir y
analizar datos, observar minuciosamente las practicas y experiencias de las
personas consideradas como sujetos de investigacion. Para llevar adelante el
estudio de los casos considerados se utiliza la técnica de analisis ontosemiotico en
sus dos primeros niveles: analisis de objetos primarios y de procesos duales.

3. Situaciones problemas y analisis de las resoluciones

En este apartado desplegaremos el estudio de casos realizado. Las tres
escuelas secundarias seleccionadas tienen la particularidad de que los estudiantes,
en su mayoria, continuan estudios universitarios. Consideramos esta caracteristica
muy significativa como criterio de selecciéon de los casos, teniendo en cuenta el
problema didactico que nos llevé a realizar esta investigacion.

Se plantearon a grupos de estudiantes de 6to. ano cuatro problemas de gran
fortaleza epistémica respecto de la problematica que pretendemos abordar. En
efecto, los mismos comparten algunas caracteristicas comunes: exigen la validaciéon
de ciertas proposiciones/propiedades matematicas (en algunos casos son los
propios estudiantes los que tienen que elaborar dichas propiedades) e involucran
tematicas/objetos que estan presentes en la ensefanza escolar previa (numeros
enteros, suma y producto de numeros enteros, multiplos, rectangulos, cuadrados,
area y perimetro de los mismos, etc). Tematicas que, ademas, se retoman en las
primeras asignaturas de matematica de la universidad.
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En este trabajo presentaremos dos de dichos problemas, tomando como
criterio de seleccion el cambio de contexto. En efecto, uno de ellos (Problema 1)
estad planteado en un contexto aritmético y el otro (Problema 2), en un contexto
geométrico.

Problema 1

a) ¢ Sera cierto que siempre el producto de dos multiplos de 5 es un multiplo de 5? Justifica tu
respuesta.

b) La suma de un multiplo de 4 y un multiplo de 12, ;es un multiplo de 47, es un multiplo de 127
En caso de que tu respuesta sea afirmativa, justifica. En caso de que sea negativa, da condiciones
para que ocurra, justificando.

Problema 2

Si a un rectangulo se le triplica su base y su altura:

a) ¢ Es cierto que el area también se triplica? s Por qué?

b) ¢ Es cierto que el perimetro también se triplica? ¢ Por qué?

c) Si el rectangulo fuera un cuadrado, ¢qué pasaria con su area y su perimetro al triplicar el lado?

d) ¢ Como varia el area de un rectangulo cuando uno de sus lados se duplica y el otro se reduce a la
mitad?

Tabla 1. Presentacion del Problema 1 y Problema 2. Fuentes: Problema 1: reformulado de Saiz y
Etchegaray, 2015, p.3. Problema 2: llluzi y Sessa, 2014, p. 83)

Para este trabajo, seleccionamos las resoluciones de dos grupos de alumnos
para cada uno de los problemas, que se diferencian tanto por la red de relaciones
planteadas entre diferentes objetos como por la puesta en funcionamiento de
distintos procesos duales.

3.1. Resoluciones y analisis del Problema 1

A continuacion presentaremos las dos resoluciones del Problema 1, seguidas
de sus correspondientes analisis.

Resolucién Grupo 1
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Figura 1. Resolucion Grupo 1

Para realizar el analisis ontosemiético de esta produccion hemos considerado
dos unidades de andlisis, que se corresponden con las practicas realizadas para dar
respuesta al inciso a) de la tarea (identificado por los estudiantes con 1) y aquellas
realizadas para el inciso b) (punto 2 para los estudiantes). En la tabla siguiente se
consignan los objetos primarios y los procesos duales en cada unidad de la practica.

PRAC- OBJETOS PRIMARIOS PROCESOS DUALES

TICAS

1) e Propiedad emergente: e Particularizacion-Generalizacion:
“si, es cierto” ( que el producto de dos Se utilizan ejemplos particulares para
multiplos de 5 es multiplo de 5) justificar la propiedad general.
e Argumento: e Representacion-significacion:
mediante ejemplos particulares | Significan a la representacion “multiplo de 5”
(empirismo ingenuo) como un numero que al dividirlo por 5 da

cociente exacto.
e Procedimientos:

Se multiplican multiplos de 5. o Materializacion-idealizacion:

Se divide el resultado por 5. Ostensivos tales como “6x5 = 25... es
divisible por 5 (da 5)” materializan la idea de

e Definiciones: que el producto de dos multiplos de 5 es

-De “multiplo” de un nimero como aquel | multiplo de 5 ya que al dividirlo por 5 el
que es divisible por dicho numero, es | cociente da exacto.

decir, que el dividirlo por el niumero de
cociente exacto.
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e Lenguaje: simbdlico-aritmético

2)

e Propiedad emergente:
“si es multiplo de 4 y puede ser o0 no
multiplo de 12”

e Procedimientos:
Se suman multiplos de 4 y de 12.
Se dividen los resultados por 4 y por 12

e Argumento:

Se argumenta la propiedad emergente a
partir de la observacion de los dos
casos particulares, viendo que en el
primer caso la suma es multiplo de 4
pero no de 12, y en el segundo caso (*)
la suma es multiplo de 4 y también de
12 (empirismo ingenuo)

e Propiedad emergente:

“Para que sean multiplos de ambos
deberian sumarse dos multiplos de 12
(es decir numeros divisibles tanto por 4
como por 3)”

e Procedimientos:

Se suman multiplos de 12

Se dividen por 4 y por 12 los resultados
obtenidos.

e Argumentos:

Se argumenta la propiedad emergente
a partir de la observacién del caso
particular previamente observado (*) (el
cual permite la emergencia de la nueva
propiedad) y con la observacidon de
nuevos casos particulares que permiten
contrastarla (empirismo ingenuo)

e Lenguaje:

-Coloquial, por ejemplo al dar algunas
condiciones: “para que sean multiplo
de ambos deberian sumarse dos
multiplos de 12”

-Simbdlico aritmético: al realizar las
cuentas con los casos particulares.

e Particularizacién-Generalizacion:

Se utilizan ejemplos particulares (8 + 24
=32, 24 + 12 =36) para justificar una
propiedad general (la suma de un multiplo
de 4 y un multiplo de 12 “si es multiplo de 4
y puede ser o no multiplo de 12”).

A partir del segundo ejemplo se conjetura
una propiedad general (Para que sean
multiplos de ambos deben sumarse dos
multiplos de 12) y se la verifica luego en
otros casos particulares.

e Materializacion-idealizacion:

Los ostensivos “8+24= 32” acompanados de
flechas sefialando al 8 como multiplo de 4, al
24 como multiplo de 12 y al 32 como multiplo
de 4 pero no de 12, y “24+12=36", indicando
que este ultimo si es multiplo de 4 y de 12,
materializa la idea de que la suma de un
multiplo de 4 mas un multiplo de 12 es
multiplo de 4 y puede ser o no multiplo de 12.
Se materializan de manera coloquial las
propiedades emergentes.

e Representacion-significacion:

Significan al multiplo de un numero como
aquel que dividido ese numero da un
cociente exacto.

Significan al “24” (presente en la cuenta “8
+24”) como un numero que, no solo es
multiplo de 4, sino también de 12.

A los numeros “24, 36, 60 y 72" se los
significan como multiplos tanto de 4 como de
12.

e Descomposicion-reificacion:

Las explicaciones proporcionadas y el
trabajo con los ejemplos, necesitan reificarse
para lograr la emergencia de las propiedades
mencionadas.

Tabla 2. Analisis de objetos primarios y procesos de la resolucién del Grupo 1.

El principal conflicto semiético en esta resolucion esta ligado al proceso de
particularizacién-generalizacién, que se evidencia en la utilizacion de casos
particulares para validar una propiedad general. El mismo, a su vez, esta atravesado
por conflictos vinculados al proceso de representacion-significacién, dado que no se
logra significar a un multiplo de 5, por ejemplo, como un multiplo de 5 “cualquiera”.
También esta influenciado por el significado que se le otorga a la definicién de
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multiplo, ligado a la divisidn exacta, sin poder realizar la necesaria transformacion de
este significado que habilitaria la emergencia de una prueba de tipo intelectual. Este
conflicto se vuelve a manifestar cuando a los multiplos de 12 se los menciona
teniendo en cuenta su descomposicion multiplicativa (3.4) pero luego, para

comprobar que un numero es multiplo de 12 se recurre al significado de multiplo
asociado a la divisién exacta.

Respecto al nivel de algebrizacion, la actividad matematica se puede situar en
un nivel 1 dado que intervienen objetos intensivos de grado dos en un lenguaje
coloquial y numérico, por ejemplo se entiende a los multiplos de un numero como
aquellos que al ser divididos por dicho numero dan cociente exacto, o al numero 36
como multiplo de 4 y multiplo de 12. Ademas emergen otros intensivos, propiedades
generales tales como: “la suma de dos multiplos de 4 si es multiplo de 4 y puede ser
o no multiplo de 127, “Para que sean multiplos de ambos deben sumarse dos
multiplos de 12...”, a partir de procesos de generalizaciéon, materializacion,
significacion y reificacion puestos a funcionar en dichos objetos particulares como se
deja plasmado en la tabla 1.

La descripcidn del juego de lenguaje de esta practica personal nos aporta
informacioén importante, en particular, sobre cuales son los objetos que hay que
transformar y cual es el lenguaje que hay que construir para avanzar en una prueba
intelectual que exige un trabajo de algebrizacion superior.

Resolucién Grupo 2

e o

; o : dos m@lﬂpl'ob
¢ Sera cierto que Siempre el prodycio de o
i\‘e% °5 un mﬁ’ﬁplﬁ ge m9 Justigica 1y respuesta

¥
TR 3 jerminan en 0 .

SPUESTAE Si, ya que los myltiplos de S -
??gqt_sy a rﬁgmgucar dos de eslos numerqrﬁa,hag, ggieﬂd
como 'producio oirc Numerc finalcall en”?rw '
decir, c4ro muliplo % 3 Por ejemplo: as- 30

] i un
B).Lla suma de un milkiplo de ¥ ¥ on matkiplo e 12, ¢es
L moltiplo 48 u?, ¢ es un muldiplo Jg 12 R
| E.T céa.%-o ae quec-tu respuesSta sea q{;rmahmdu:ﬂj:caﬁgi‘:ﬁ%ﬁ
en qgue sea Negativa, dar condicicnes parg Que Ocurna, §

RESPUCSTA® . 1liplo:

% ST eg mUMipIc de 4, ya gue la suma ge Yorios 'g?éig:?;
de un NUMErc €5 olro MUlipIo de ese Numero. En e e
Se sumoris un f‘f‘.u“ip'b g2 4 Con uno de 12 _[Su%halt} de"{l
fombign lo es 9 u). Por ejemplo 4 +26 =060 7mLTp lo
&NO sienpre va @ ser MyHiplc 9@ 12, 7& gue parg QuUe S5
sea debe ser diwsible por 3 7 por 4. En Qili L

2 puede cummplic perc en oiros no. Por ?QMP . diusibie
Q00 +16 = Q16 (no es mylliplo de 2 porque no eS dind

¢ o Lot
EDGD -I?{"rb 1 guE (57 es meltiplo de 1a porgue es divisible por
L 37 por W)

Figura 2. Resolucion Grupo 2.
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Si bien no vamos a desplegar, en el cuerpo de este articulo, la descripcion
minuciosa de objetos y procesos que se ponen a funcionar en esta practica,
esbozaremos una sintesis del analisis que dicha descripcidn nos permitio realizar.

Este grupo propone un argumento para la propiedad dada en el enunciado
del inciso a), en el cual utiliza la definicion de multiplo de 5 como “aquel numero
que termina en 0 o en 5” y una propiedad que parecen tener disponible: “el
resultado de un producto de dos numeros terminados en 0 o en 5 siempre
terminara en 0 o en &7, la cual no justifican. El significado dado a la expresion
“‘multiplo de 5” y la utilizaciéon de propiedades les permite avanzar hacia un tipo de
prueba intelectual (experiencia mental), no obstante lo cual los estudiantes
consideran necesario la verificacion de la propiedad en un ejemplo particular.

En el inciso b) proponen un argumento para justificar por qué la suma de un
multiplo de 4 mas un multiplo de 12 es multiplo de 4 utilizando también
propiedades disponibles: “la suma de varios multiplos de un numero, es multiplo de
ese numero” y “un multiplo de 12 también es multiplo de 4”. Argumentan también
que la suma “no siempre va a ser multiplo de 12”, a partir de la propiedad: “para
que un numero sea multiplo de 12 deberia ser divisible por 3 y por 4” y explicando
que eso puede ocurrir 0 no. Aqui es preponderante el uso de un lenguaje coloquial.
Si bien en ambos casos luego recurren a ejemplos particulares (en un lenguaje
simbdlico-aritmético) para ejemplificar o apoyar sus argumentos, consideramos
que las argumentaciones planteadas tienen las caracteristicas de una experiencia
mental, dado que en una primera instancia el razonamiento se realiza para
multiplos cualesquiera, no circunscribiéndose a la accion sobre un representante
en particular.

Aunque estos estudiantes, a diferencia del grupo anterior, no parten de casos
particulares, hay conflictos semitticos ligados a los procesos de significacion y
materializacién, dado que, al no poder dar contenido ni hacer uso de un ostensivo
que materialice la idea de multiplo como un producto de ese numero por otro
natural, no pueden avanzar en la comunicacion de otro tipo de argumentacién, mas
cercana a una demostracion.

Esta actividad matematica bascula entre un nivel 1 y 2 de algebrizacion. Posee
caracteristicas de un nivel 1 ya que intervienen objetos intensivos de grado dos en
un lenguaje natural y numérico, por ejemplo, se entiende al multiplo de 5 a partir de
su propiedad de terminar en 0 o0 en 5. Al igual que se entiende a los multiplos de 12
como aquellos que son divisibles por 3 y por 4 (haciéndose uso efectivo de esta
propiedad para determinar si un numero es multiplo de 12 o no). Asimismo,
emergen otros intensivos, propiedades generales, a partir de procesos de
generalizacion, materializacién, significacion y reificacion puestos a funcionar en
dichos objetos. Posee caracteristicas de un nivel 2 ya que intervienen
indeterminadas y se establecen generalizaciones comprensivas que emergen de las
relaciones establecidas entre las acciones realizadas sobre los objetos y se asocian
a validaciones que superan la verificacion empirica (Barallobres, 2017).

Como primeras conclusiones de los analisis realizados a las producciones de
ambos grupos podemos mencionar que la puesta en relacion de diferentes objetos
primarios (procedimientos, definiciones, propiedades, argumentaciones, lenguaje),
estd regulada esencialmente por el significado de “multiplo” puesto a funcionar en
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cada practica. En sus producciones, los grupos de estudiantes transitan por
diferentes procesos de particularizacion-generalizacion (dado que este proceso se
realiza a partir de distintos particulares: ejemplos en un caso / particulares arbitrarios
en el otro), de materializacion-idealizacion (ya que utilizan diferentes ostensivos
para representar, por ejemplo, la idea de multiplo y las argumentaciones
propuestas), de representacion-significacion (ya que, como hemos mencionado,
otorgan distinto contenido a ciertas expresiones, particularmente a la de multiplo).
En ambos casos han transitado por procesos de reificacion (en las dos
producciones, de un modo u otro, han tenido que unificar lo realizado, sean las
observaciones en casos particulares o las justificaciones dadas para lograr el
reconocimiento de nuevas propiedades y de su validacién). Todo esto permite la
emergencia de diferentes tipos de argumentaciones situadas en distintos niveles de
algebrizacion.

3.2. Resoluciones y analisis del Problema 2

En este apartado mostramos las resoluciones de dos grupos al Problema 2
y sus correspondientes analisis.

Resolucion Grupo 3

a) éEs cierto que el area también se triplica? i Por qué?
Podemaos afirmar gue cuando se triplica no solamente un lado sino dos (base y altura) no se triplica el drea, sino que se da
lugar a que existan nueve veces el rectangulo, tal como se muestra en la imagen.
Area de Rect. “Original” = 12cm x 6cm = 72 cm?
Area de Rect. “Final” = 36cm x 18cm= 648 cm? = 9
veces A=72 cm?

z
.
B
-’—f—
q

=

b) |.i_Es cierto que el perimetro también se triplica? éPor qué?
El perimetro afirmamos que Si se triplica, este (perimetro) es la suma de los lados del rectangulo. Los lados del rectangulo
son cuatro, uno es la altura que se multiplica por 3 y como el lado opuesto es de la misma medida también se triplica; y los
dos lados restantes es |a base que también se multiplica por tres, por ende, el lado opuesto también lo hace. De esta manera
se demuestra que todos los lados se triplican sus medidas, que seria lo mismo que al perimetro del rectangulo original se
multiplicara por tres:
P Rect. “Original” = 6cm + 6cm + 12cm + 12cm = 36cm
P Rect. “final” = 36cm + 36cm + 18cm + 18cm = 108 cm = 3 x 36cm

UNI&SN Numero 62- Agosto 2021 — Pagina 12




Analisis ontosemiético de procesos de validacion en estudiantes del ultimo afio de la escuela secundaria
M.E. Markiewicz, S.C. Etchegaray, B.A. Milanesio

c) Si el rectangulo fuera un cuadrado, équé pasaria con su drea y su perimetro al triplicar el lado?
Si se cambia la figura de un rectangulo a un cuadrado, sucederia lo mismo, debido a lo Unico que cambian son las medidas,
no obstante las farmulas de Area (base x altura) y Perimetro (suma de los lados) no cambian.

d) ¢Cdmo varia el drea de un rectangulo cuando uno de sus lados se duplica y el otro se reduce a la mitad? Justifica.
Si a un rectangulo se duplicara un lado la base, por ejemplo y se le cortara la mitad de otro lado, |a altura, el area no varia en
nada ya que el rectangulo va a seguir ocupando el mismo espacio. Se procede a explicar mediante un ejemplo:

Figura 3. Resolucion Grupo 3

Analisis ontosemiético de la resolucion del Grupo 3:

“Cuando se ftriplica, no solamente un
lado, sino dos (base y altura) no se
triplica el area sino que se da lugar a
que existan nueve veces el
rectangulo”

e  Procedimientos:
Se dibuja un rectangulo particular de
base 12 y altura 6.
Se le adosan a la derecha dos
rectangulos iguales y se multiplica 12
por 3.
Se le adosan a esta figura dos figuras
iguales arriba, multiplicando 6 por 3.
Se calcula el area del rectangulo
original (12x6) y la del rectangulo final
(36x18), comparando los resultados.

e Argumentos:

Se argumenta a través de la
secuencia de procedimientos
mencionados anteriormente. La

argumentacion utilizada es de tipo
ejemplo geneérico.

e Definiciones:

PRAC- OBJETOS PRIMARIOS PROCESOS
TICAS
a) e Propiedad (emergente): e Particularizacion-generalizacion:

Se particulariza con el ejemplo de un
rectangulo de base 12 y altura 6, para
argumentar la propiedad general emergente.

e Representacion-significacion:
Al area de una figura se la significa como el
espacio que ocupa, lo cual se pone de
manifiesto cuando expresan “se da lugar a
que exista 9 veces el rectangulo” y también
como el producto de la base por la altura.
Se significa al 36 como el triple de 12 y a 18
como el triple de 6.
A 648 se lo significa como “9 veces el 72"y a
esta ultima expresion como 9 x 72.

o Materializacion-idealizacion:
La idea de triplicar la base de un rectangulo
se evoca adjuntando dos rectangulos de la
misma base a la derecha del rectangulo
origina (y también a través de la
multiplicacion de su base por 3).
De similar manera la idea de triplicar la altura.
Se materializa el area del rectangulo original
con la expresion: 12cmx6cm =72 cm y con la
expresion: 36cm x 18 cm = 648 cm el area

del rectangulo con la base y la altura
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-Base y altura de un rectangulo.

-Area de una figura (como el espacio
que ocupa una figura y como base por
altura).

-Definicion  de  “triplicar”
multiplicar el numero por 3.

como

e Lenguaje:

Grafico (es el que mayormente regula
esta practica) y simbdlico aritmético.
También se utiliza lenguaje coloquial

triplicada.

El ostensivo: 648cm — 9 veces A=72 cm
evoca la idea de que el area del rectangulo
con base y altura triplicada es nueve veces el
area del rectangulo original.

e Descomposicion-reificacion:

Lo expresado coloquialmente, lo observado
graficamente, y los calculos realizados en el
ejemplo considerado se ratifican para dar
lugar a la propiedades emergentes como
objetos unitarios

“Si se cambia la figura de un
rectdngulo a un cuadrado sucederia lo
mismo...” (en referencia a que el area
no se ftriplica sino que aumenta 9
veces Yy el perimetro si se triplica)

e Argumento:

Dan una explicacion expresando que
lo Unico que cambian las medidas
pero no las formulas.

e Definiciones

-De cuadrado

-Area de un cuadrado: base x altura
-Perimetro de un cuadrado: suma de
los lados

e Lenguaje: coloquial

b) e Propiedades: e Representacion-significacion:
-“El perimetro afirmamos que si se | Significan el perimetro como la suma de los
triplica” (emergente) lados del rectangulo, a uno de los lados como
Propiedades disponibles: la base (y a su opuesto como un lado de la
-Los lados opuestos del rectangulo | misma medida) y a otro como la altura.
tienen la misma medida Significan el 36 como el triple de 12 y el 18
-Si la altura del rectangulo se | como el triple de 6
multiplica por 3 entonces el lado | Al “108” se lo significa como “3x36”, es decir
opuesto también se triplica. el triple de 36.
¢ Definiciones: e Materializacion-idealizacion:
Perimetro de un rectangulo (como la | Se materializa la propiedad emergente de
suma los lados), lados opuestos. manera coloquial al igual que el argumento

propuesto.
¢ Argumento: Se  materializa  con la  expresion:
Se plantea una justificacion para un | 6cm+6cm+12cm+12cm = 36 cm el perimetro
rectangulo en general que, por el uso | de un rectangulo de base 6 y altura 12 y con
que realiza de las propiedades | la expresion: 36cm+36cm+18cm+18cm = 108
disponibles, la convierte en una | cm el perimetro del rectangulo con los lados
experiencia mental. triplicados.
También verifican con un ejemplo. Se evoca la idea de que 108 es el triple de 36
con el ostensivo: 108 cm > 3x36 cm

e Lenguaje:
Predomina el lenguaje coloquial en la
argumentacion planteada, aunque se
recurre a un lenguaje simbdlico
aritmético cuando se verifica.

c) e Propiedad emergente: e Representacion. significacion:

Se significa a un cuadrado como un
rectangulo con medidas de lados iguales

e Materializacion-idealizacion:

Se materializan a través de un lenguaje
coloquial la propiedad emergente y su
argumentacion.
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d)

e Propiedad emergente:

Si a un rectangulo se le duplicara un
lado y se le cortara a la mitad el otro,
el area no varia.

e Procedimientos:
Dibujan un rectangulo particular vy
calculan el éarea, Dibujan otro
rectangulo, con las condiciones
pedidas. Calculan el area de este
nuevo rectangulo.

e Argumentos:

Expresan que la propiedad vale
porque el rectangulo “va a seguir
ocupando el mismo espacio”.

Luego proponen un ejemplo particular,
apoyandose en graficos (ejemplo
genérico)

e Definiciones:
-“reducir a la mitad” como “cortar la
mitad de un lado” y también como

e Representacion-significacion:

Al area de una figura se la significa como el
espacio que ocupa, lo cual se pone de
manifiesto cuando expresan que los
rectangulos van a seguir ocupando el mismo
espacio. También como el producto de la
base por la altura.

Se significa al 24 como 12 x 2 y al 3 como la
mitad de 6 (6 dividido 2)

e Materializacion-idealizacion:

Se materializa la idea de duplicar la base de
un rectangulo y reducir a la mitad la altura,
con otro rectangulo cuya base es la del
original multiplicada por 2 y su altura es la del
original dividida por 2.

e Descomposicién-reificacion::

Lo expresado coloquialmente, lo observado
graficamente, y los calculos realizados en el
ejemplo considerado se reifican para dar
lugar a la propiedad emergente como objeto
unitario

dividir por 2.
-“duplicar” como multiplicar por 2.

e Lenguaje: Coloquial, gréafico y
simbdlico aritmético.

Tabla 3. Analisis de objetos primarios y procesos del Grupo 3.

Intervienen en la practica objetos intensivos de manera coloquial, aritmética y
grafica, por ejemplo se entiende al 648 como nueve veces el 72 y a un rectangulo se
lo entiende tal como se lo materializa en la figura. Ademas, emergen otros
intensivos, en este caso se ratifican propiedades generales como objetos unitarios,
tales como las mencionadas en la segunda columna de la Tabla 3. Dado que la
contextualizacion que realizan los estudiantes les permite generalizar y transformar
ciertos objetos particulares en objetos generales, como el rectangulo y el cuadrado,
podemos concluir que esta practica bascula entre un nivel 1 y un nivel 2 de
algebrizacion.

Con respecto a los conflictos semidticos, se visualizan aqui algunos asociados
al proceso de particularizacién-generalizacion ya que, por ejemplo en a), la
produccion se basa en el uso del ejemplo genérico, al cual no se lo hace funcionar
como generador del caso general sino que se lo muestra como el elemento que
justifica el razonamiento. Ademas, se advierten dificultades para materializar, por
ejemplo, la base y la altura de un rectangulo con simbolos, lo cual habilitaria la
realizacion de transformaciones y operaciones con los mismos, y permitiria avanzar
en una validacion de un nivel superior de algebrizacion. .
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Resolucién Grupo 4

Figura 4. Resolucion Grupo 4

Andlogamente a lo realizado en el caso del Grupo 2 con el Problema 1, no
desplegaremos la tabla que explicita objetos y procesos llevados adelante por los
estudiantes sino que expondremos una sintesis de dicho analisis ontosemiético.

Esta produccién se caracteriza por el uso casi exclusivo de lenguaje simbdlico
algebraico, evocando con “b” a la base y con “a” a la altura. Las definiciones de area
y perimetro de un rectangulo y de un cuadrado estan implicitas, aunque se
manifiesta que se entienden ligadas a sus férmulas. También observamos que, en
general, no explicitan las propiedades disponibles que les permiten realizar las
transformaciones de las expresiones algebraicas utilizadas.

Es de destacar que en esta practica no se particulariza a través de ejemplos, ni
siquiera para refutar algunas de las afirmaciones. Se transitan por diferentes
procesos de materializacion y significacion, por ejemplo, en el inciso a), a partir de
significar el area de un rectangulo como el producto de la base por la altura y el
triple de un numero como dicho numero multiplicado por 3, logran materializar el
area de un rectangulo con los lados triplicados con la expresion “(b.3).(a.3)” y
plantean que la misma es diferente de la expresién “(b.a).3” (que evoca el triple del
area del rectangulo original). De este modo argumentan que al triplicar los lados el
area no se triplica.

Toda la practica se caracteriza por argumentaciones proximas a
demostraciones, y aunque se utiliza un lenguaje simbdlico-algebraico que permite
atrapar la generalidad no se explicita el razonamiento que lleva a plantear las
igualdades (o desigualdades) ni las definiciones y/o propiedades que las justifican.

En esta actividad matematica se generan, mediante un lenguaje algebraico,

objetos intensivos de grado dos, por ejemplo, “a” representa la altura de un
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rectangulo, “a.b” se entiende como el area del rectangulo original, y se opera con
ellos conservando la equivalencia de las expresiones por ejemplo: “L.3.L.3 = L2.9”.
Emergen, aunque de manera implicita, propiedades generales (nuevos intensivos)
tales como: “si se triplica la base y altura de un cuadrado, el perimetro también se
triplica”. Lo cual nos lleva a reconocer en esta practica rasgos esenciales de un nivel
3 de algebrizacion.

Los analisis realizados nos permiten ver que, en este problema, ambos grupos
de estudiantes utilizan las mismas definiciones de base, altura, lado, pero el modo
de significar al area como el espacio que ocupa la figura le permite al Grupo 3 lograr
un tipo de argumentacion mas cercana al ejemplo genérico, que podria constituirse
en un avance en la transicion entre una pruebas pragmatica y una intelectual. Por
otra parte, el establecimiento de funciones semidticas que permitieron poner en
relacion la forma de calcular el area y el perimetro con una simbolizacion que atrapa
estos objetos, permitio al Grupo 4, operar con estos representaciones utilizando
(implicitamente) definiciones y propiedades, acercandose asi a demostraciones de
las propiedades generales.

Mas alla de la complejidad ontosemidtica que exige un trabajo matematico
personal de mayor algebrizacion (que se pone de manifiesto en el analisis de la
practica del ultimo grupo), observamos como el establecimiento de determinadas
funciones semidticas, que permiten reconocer pertinentes simbolizaciones que
atrapen los rasgos estructurales de los objetos y operativizar transformaciones de
los mismos, resultan factores necesarios para avanzar en los tipos de pruebas.

4. Reflexiones finales

La investigacidén realizada nos permite poner en evidencia que los objetos
primarios disponibles (puestos en escena a través de los significados que se les
asignan) y los procesos duales transitados son factores que influyen y condicionan
fuertemente el tipo de validacion lograda por los estudiantes de la escuela
secundaria.

En ambos problemas, los significados personales atribuidos a los objetos
intervinientes (esto es, el funcionamiento personal de los procesos de
representacion-significacion), el uso de ejemplos o de particulares arbitrarios para
validar una propiedad general (es decir, las caracteristicas personales que adquiere
el proceso dual de particularizacidon-generalizacion), el lenguaje utilizado para
representar y evocar los objetos ideales (es decir, el modo de haber transitado los
procesos de materializacion), se constituyeron en factores determinantes del tipo de
practicas argumentativas logradas.

En particular, se pudo observar como el proceso de generalizacion esta
influenciado, no sdlo por el tipo de particulares “de los que se parte” sino también
por los avances o limitaciones en el funcionamiento de los otros procesos: de
materializacion, significacién y reificacion.

Las diferentes redes de relaciones de objetos y procesos generaron una
variedad de practicas validativas (pragmaticas e intelectuales), situadas en distintos
niveles de algebrizacion, algunas de ellas claramente en un nivel 1, otras que
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basculan entre un nivel 1 y un nivel 2 y otras mas cercanas a la demostracion
situadas en un nivel 3 de algebrizacion. Esto nos coloca, como docentes, ante la
necesidad de recuperar las distintas practicas de los estudiantes, no solo como
“diferentes procedimientos” sino teniendo en cuenta toda la trama de objetos y
procesos que se ponen en funcionamiento.

Los conflictos semidticos efectivos vinculados a cada uno de los procesos
duales permitieron explicar ciertas dificultades recurrentes que obstaculizaron el
avance en el tipo de validacion. Esto nos permite, a su vez, delimitar algunos
aspectos que serian necesarios movilizar a fin de destrabar dichos conflictos y
permitir el avance en el tipo de prueba y en el nivel de algebrizacion. Entre los mas
relevantes podemos mencionar: la transformacién del significado de los elementos
de los que se parte, que requieren ser entendidos como “elementos cualesquiera”,
la construccion de un lenguaje algebraico que permita materializar esos elementos
generales (lo cual apunta a la generacion de intensivos de grado dos expresados en
lenguaje simbdlico literal) y la utilizacion de definiciones y propiedades que permitan
transformar y operar con esos intensivos.

Los andlisis realizados en nuestra investigacion ponen al descubierto la
complejidad ontosemidtica de los procesos de validacidon de los estudiantes y
proporcionan un marco de referencia para pensar como afrontar el tema de la
validacion en un escenario educativo muy especial como lo es la entrada a la
universidad, generando criterios para seleccionar tipos de problemas que nos
permitan recuperar las practicas de los estudiantes, sus significados personales y
que nos posibiliten trabajar con ellos sobre los aspectos que mencionamos
anteriormente.

Por ultimo, cabe destacar que este estudio nos permite afirmar que la
validacion es un “mega-proceso”, asi como lo son la resolucién de problemas o la
modelizacidon matematica, en tanto involucra el complejo funcionamiento de una
serie de procesos que la atraviesan y condicionan. Consideramos que el
conocimiento de esta complejidad, respecto al desarrollo de uno de los procesos
mas relevantes del hacer matematico por parte de los profesores tanto de
secundaria como de los primeros afos de la universidad, tendria que ser tenida en
cuenta para repensar actividades de articulacion entre ambos subsistemas
educativos.
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