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Resumen

Considerando la importancia del estudio de las funciones en Ingenieria
Agrondémica, se decidi6 disefiar e implementar una situacion de
aprendizaje para dar significado a la funcién de primer grado como
modelo de fendmenos de cambio. Se enuncian las actividades
propuestas y se presentan algunos resultados de su implementacién, en
cuanto a los logros y a las dificultades detectadas.Los alumnos fueron
capaces de reconocer elementos importantes que caracterizan a esta
funcion e identificar el tipo de situaciones que permite modelar. Las
tareas promovieron el empleo de estrategias y argumentos importantes
para el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional.

Palabras clave: pensamiento variacional, ensefianza, aprendizaje,
universidad

Abstract

Given the importance of the study of functions in Agronomic Engineering
we decided to design and implement a learning situation to give meaning
to the first-degree function as a model for change phenomena. In this
paper, we present the proposed activities, present some results of its
implementation and describe the successes and difficulties encountered.
The students were able to recognize important elements that characterize
this function and identified the type of situation that allows modeling. The
tasks promoted the use of strategies and important arguments to the
development of the thought and variational language arguments.
Keywords: variational thinking, teaching, learning, university

Resumo

Considerando a importancia do estudo das fun¢des em Engenharia
Agronémica, decidiu-se desenhar e implementar uma situacdo de
aprendizagem para dar significado a funcdo de primeiro grau como um
modelo de fendmenos de mudanga. Enunciam-se as atividades
propostas e se apresentam alguns resultados da sua implementagéo,
guanto as metas atingidas e dificuldades detectadas. Os alunos foram
capazes de reconhecer elementos importantes que caracterizam essa
funcdo e de identificar os tipos de situacdes que se permite modelar. As
tarefas promoveram o emprego de estratégias e argumentos importantes
para o desenvolvimento do pensamento e da linguagem variacional.
Palavras-chave: pensamento variacional, ensino, aprendizagem,
universidade
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1. Introduccién

Al iniciar el estudio de matematica en Ingenieria Agronémica es importante que
los estudiantes conozcan y comprendan diferentes herramientas que les permitan
crear o interpretar modelos matematicos que reflejen la realidad de su entorno y
utilizar la matematica en la solucion de problemas.

La matemética juega un rol fundamental cuando es necesario cuantificar o
medir cualquier fenOmeno y sus variaciones. En este sentido, el estudio de los
procesos de variacion y cambio es fundamental para la generacién y evaluacion del
comportamiento de modelos matematicos representativos de situaciones reales, de
contextos cotidianos, cientificos o profesionales. Asi, el estudio de las funciones
ocupa un espacio importante en la curricula de matematica de esta carrera.

En los ultimos tiempos se enfatiza la importancia del estudio de las funciones
desde los primeros cursos de la escuela, especialmente por su uso en la resolucion
de problemas. En los disefios curriculares para la educacion secundaria en
Argentina se propone su estudio en distintos registros (coloquial, numérico, gréfico,
algebraico), favoreciendo la modelacién de situaciones en diversos contextos, que
permiten caracterizar las nociones de dependencia y variacion. En particular, en las
orientaciones curriculares propuestas para el Ciclo Orientado, se lee:

La modelizaciéon de situaciones extra e intramatematicas mediante
funciones permite interpretar y caracterizar las nociones de
dependencia y variabilidad -constitutivas de la nocién de funcién- y
seleccionar la representacién mas adecuada a la situacién: tablas,
férmulas, graficos cartesianos realizados con recursos tecnolégicos.
Son variadas las situaciones de la realidad que tienen un
comportamiento que admite ser descripto mediante funciones, lo que
constituye un eje rico en oportunidades para vincular con las distintas
Orientaciones. (Ministerio de Educacion de la Provincia de Santa Fe,
2013, p. 21)

Sin embargo, al comenzar su estudio en el primer afio de la universidad, se
observan dificultades en la comprensién de las funciones. En muchos casos, los
estudiantes logran caracterizarlas a través de una tabla de valores, su definicion
algebraica y su representacion grafica. Pueden plantear y resolver problemas
sencillos. Sin embargo, tienen dificultades al ser enfrentados a situaciones que
requieren una interpretacion variacional de ciertas nociones.

Numerosos investigadores en educacibn matematica exponen esta
problematica. Carlson, Jacobs, Coe, Larsen & Hsu (2003) expresan que los
estudiantes que comienzan sus estudios universitarios tienen una comprension
deficiente sobre las funciones. Hacen referencia a los resultados de Tall (1992,
citado por Carlson et al., 2003), quien encontré6 que, aunque las imagenes
conceptuales de funcion de alumnos universitarios de los primeros niveles incluian
una nociéon de correspondencia, la idea de operacion, ecuacion, formula y grafica,
no abarcaba la concepcion de dos variables cambiando en forma conjunta, cada
una con respecto a la otra. Los autores remarcan que en los cursos universitarios de
los primeros afos no se realizan tareas que permitan solucionar esta deficiencia.

Pérez (2011) afirma que, al no confrontar a los estudiantes con situaciones que
les permitan desarrollar conocimientos y habilidades mateméticas relacionadas a la
variacion y a la modelacion de fendmenos, no se favorece la modificacion de sus
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estructuras cognitivas y no se les da la posibilidad de construir conocimiento
matematico que sea significativo para su vida.

Por su parte, Cantoral, Montiel y Reyes (2014) sefialan que las situaciones
variacionales no se presentan al estudiante en su entorno como expresiones
matematicas, sino como datos, graficos o problemas contextualizados, por lo cual es
fundamental plantear en el aula situaciones que permitan identificar las variables,
cuantificarlas, establecer relaciones entre ellas, analizar como cambian y como se
relacionan sus cambios. Esto significa que la escuela “debe proveer de
conocimientos funcionales, esto es, de herramientas matematicas importantes en si
mismas y para interactuar con el entorno que les rodea: poner en uso el
conocimiento matematico” (p. 22).

Es asi que resulta necesario ampliar el andlisis realizado en los niveles
escolares previos, que permita a los estudiantes la comprension de las funciones
desde una perspectiva variacional, a fin de proporcionar una base significativa para
el estudio del célculo. De este modo podran aplicar el conocimiento escolar a la
resolucién de problemas, esto es, un uso funcional del conocimiento matematico.

Esto lleva a investigar sobre la naturaleza y formas de propiciar en el aula la
construcciéon de conocimiento matematico significativo relacionado a las funciones.
En este trabajo en particular, se aborda el estudio de la funcidn de primer grado.

2. Antecedentes y justificacion

Distintos autores muestran como el desarrollo de actividades matematicas
relacionadas a practicas como la modelacion y la prediccion de fendmenos de
naturaleza variacional, favorece la comprension de nociones y conceptos tales como
razon de cambio, funcion, limite y derivada, entre otros, generando y favoreciendo
aprendizajes significativos asi como un uso funcional de conocimiento matematico
en la resolucién de problemas.

Caballero y Cantoral (2015, p. 308) sefalan:

...el desarrollo de ideas ligadas a lo variacional puede ayudar a los
estudiantes a tener mejores herramientas, en cuanto a
argumentaciones Y significaciones para enfrentar situaciones, no sélo
en lo referente a las asignaturas escolares, sino mas ampliamente,
en actividades profesionales relacionadas con fenémenos fisicos,
quimicos, bioldgicos, entre otros. Esto se debe a que el cambio y la
variaciéon se encuentran en las vivencias y experiencias cotidianas de
los individuos y de los grupos sociales, a partir de las cuales la
prediccién, y por tanto lo variacional, se construye socialmente
(Cantoral, Farfan, Lezama, Martinez, 2006; Cantoral, 2013).

Por otro lado, Posada y Villa (2006) expresan que el papel preponderante que
ha tenido la modelacién de fendmenos de variacion en el desarrollo histérico del
concepto de funcion sugiere que el tratamiento de situaciones relacionadas con este
tipo de fenémenos proporciona ideas para el disefio de situaciones que ayudan a los
estudiantes a reconocer en este concepto un modelo matematico que permite
describir, sistematizar y organizar situaciones en contextos de variacion y cambio. A
partir de analisis preliminares proponen consolidar el desarrollo del pensamiento
variacional a través de tres elementos:
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...la nocion de variacion base para la construccion del concepto
matematico de variable, el proceso de modelacion matematica como
estrategia didactica para la construccion matematica de relaciones y
variaciones, y los sistemas semidticos de representacién como
elementos que auxilian este proceso de modelacion y permiten
objetivar los conceptos matematicos (p. 171-172).

Con relacion a la funcion de primer grado opinan:

Para el caso de los fendbmenos que implican variaciones cuya razon
de cambio es constante, se puede reconocer que es la funcion lineal
el modelo matemético de los mismos. Por tanto, dicha constante es el
eje central en la identificacion del concepto como un modelo
matematico (p. 173).

Sefalan también que la funcién de primer grado, caracterizada por la razéon de
cambio constante, representa una estructura mas general de la proporcionalidad
entre magnitudes que permite “visualizar y sistematizar los diferentes estados de
variacion lineal entre dos cantidades de magnitud, es decir, la correlacion entre dos
cantidades de magnitud cuya razon de diferencias es una constante” (p. 113).

Carlson et al. (2003) sostienen que la comprension de situaciones que
involucran la razon de cambio es fundamental tanto para el entendimiento de
nociones involucradas a las funciones, como para la interpretacion de modelos
variacionales y la comprensiéon de los conceptos principales del calculo. Subrayan
la necesidad de fomentar el razonamiento covariacional de los estudiantes, esto es,
el desarrollo de actividades cognitivas implicadas en la coordinacién de dos
cantidades que varian mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas
cambia con respecto a la otra. En este sentido destacan la importancia de que los
estudiantes tengan oportunidades de analizar la naturaleza covariacional de las
funciones en situaciones de la vida real.

Pérez (2011) expone sobre la complejidad que supone la construccion de
conocimiento matematico y la generacion de aprendizajes funcionales, en el sentido
de que los estudiantes sean capaces de reconstruir significados de manera
permanente, que les permitan integrar la matematica a su vida cotidiana y resolver
los problemas que se le presentan. Esto exige el redisefio del curriculo matematico
de manera que “favorezca el desarrollo de practicas educativas en las cuales los
estudiantes hagan uso de la matematica para analizar, comunicar informacion,
entender o explicar fendmenos de la ciencia y situaciones de su entorno, asi como,
para tomar decisiones” (p. i). La autora concibe el aprendizaje en precéalculo como:

...el producto de la actividad humana de los estudiantes para modelar
lo cambiante por medio de la interaccibn en procesos de
conceptualizacion, operacion y formalizacion de lo variacional tanto
en el plano matematico como en el sociocultural. Por tanto, dicho
aprendizaje sera construido en la medida que ellos logren desarrollar
recursos y estrategias variacionales para modelar actividades de tal
naturaleza. (p. 48)

En este sentido investigd como reorganizar los contenidos de precéalculo en
unidades didacticas que tienen como objetivo que los estudiantes desarrollen
conocimientos y herramientas matematicas que les permitan entender y explicar
fendbmenos de naturaleza variacional. Teniendo en cuenta analisis preliminares,
disefid y puso en practica una unidad que tiene como finalidad la modelacion y la

UNIE€N NGmero 49- Abril 2017 — Pagina 125



Funcion de primer grado. Construccién de significados desde una perspectiva variacional
Silvia Vrancken, Adriana Engler, Ana Leyendecker, Daniela Miller

generacion de aprendizajes relacionados a la funcidon de primer grado. Afirma que
algunas tareas mateméticas que pueden permitir el estudio de esta funcion desde
un punto de vista variacional son: reconocer que la relacién entre las dos variables
involucradas es constante, cuantificar los cambios de cada variable y calcular
cuanto se incrementan los valores de una variable con respecto a la otra, identificar
la relacion lineal de manera numérica y gréafica, estimar y explicar que tan rapido
cambia lo que cambia, representar algebraicamente la relacibn a partir de su
representacion gréfica, relacionar la variacion constante expresada verbalmente con
su grafica. En sus conclusiones sefiala que la modelacion de lo variacional otorga
un significado a la matemética que se intenta construir. La naturaleza misma de las
situaciones y la discusion de los aspectos variacionales, favorece la evolucion de los
recursos y habilidades matematicas de los estudiantes, a la vez que se propicia el
vislumbramiento de aspectos funcionales de la matematica y el contexto que permite
relacionar las experiencias de los estudiantes con las situaciones planteadas.

La revision de antecedentes permite considerar que un acercamiento
variacional al estudio de la funcion de primer grado, que pretenda identificar a la
razon constante entre los cambios de la variable dependiente con respecto a los
cambios de la variable independiente como la caracteristica principal de estas
funciones, y que busque poner al estudiante en actividad matematica a partir de las
numerosas situaciones que se presentan en la vida cotidiana y en las ciencias,
puede favorecer la comprension, la construccidon de conocimiento matematico
funcional y el desarrollo del pensamiento.

3. Elementos tedricos

En el marco de la educacion matematica, se coincide con Cantoral, Montiel y
Reyes (2014) en reconocer la importancia de la actividad social en la construccion
de conocimiento, asumida ésta en relacion a los usos del conocimiento matematico.

En este sentido, el pensamiento y lenguaje variacional, como linea de
investigacion y como forma de pensamiento, ofrece elementos tedricos que
permiten encuadrar este trabajo. Cantoral et al. (2003) expresan:

El pensamiento y lenguaje variacional estudia los fenémenos de
ensefianza, aprendizaje y comunicacién de saberes matematicos
propios de la variacion y el cambio en el sistema educativo y el medio
social que le da cabida. Hace énfasis en el estudio de los diferentes
procesos cognitivos y culturales con que las personas asignan y
comparten sentidos y significados utilizando estructuras y lenguajes
variacionales. (p. 185)

Esta linea de trabajo atiende el estudio sistematico de las nociones de
variacion y cambio en distintos contextos de las ciencias, en la vida cotidiana y en la
matematica misma. Se centra “en la forma en que los fendmenos estudiados
cambian de un estado a otro, identificando aquello que cambia, cuantificando ese
cambio y analizando la forma en que se dan esos cambios” (Caballero y Cantoral,
2013, p. 1196). Se caracteriza por proponer el estudio de situaciones relacionadas a
fendmenos de cambio que se basan en el uso de los conocimientos matematicos
gue se pretenden significar. Para estos autores, una situacion variacional es “el
conjunto de problemas cuyos tratamientos demandan la puesta en juego de

UNI@N Numero 49- Abril 2017 — Pagina 126



Funcion de primer grado. Construccién de significados desde una perspectiva variacional
Silvia Vrancken, Adriana Engler, Ana Leyendecker, Daniela Miller

estrategias variacionales y que requieren establecer puntos de analisis entre
diversos estados del cambio” (p. 1199).

Una persona utiliza 0 comunica argumentos y estrategias variacionales cuando
“hace uso de maniobras, ideas, técnicas o explicaciones que de alguna manera
reflejan y expresan el reconocimiento cuantitativo y cualitativo del cambio en el
sistema u objeto que se esta estudiando” (Cantoral, Molina y Sdnchez, 2005, p. 464).

En este marco, el desarrollo del pensamiento variacional tiene lugar dentro de
una situaciéon variacional, en la que el uso de distintas estrategias variacionales
genera el estudio de la variacion, ya que sirven como punto de partida para el
analisis y la reflexiéon sobre el cambio y sus efectos. Esto facilita la identificacion de
lo que cambia en una situacion, el analisis de la manera en que se dan los cambios
y la cuantificacién de esos cambios.

Con la implementacion de situaciones que propician el desarrollo del
pensamiento variacional se fomenta la formulacion de conjeturas, su puesta a
prueba, su generalizacion, la argumentacion que permita sustentarlas o rechazarlas.
Se promueven asi procesos cognitivos que van mas alld de la memoria y la
algoritmia. En este sentido es fundamental proponer tareas de tratamiento y
conversion entre las distintas representaciones del concepto de funcion. De acuerdo
con Duval (2008), no hay pensamiento matematico sin estas dos actividades
cognitivas fundamentales, esto es tareas que impliquen la transformacion de la
representacion en el mismo registro en la que ha sido formada y su coordinacion
con representaciones en otros registros.

Por otro lado, si el interés es que estos conocimientos se incorporen a las
estructuras légicas de los estudiantes y el desarrollo de su pensamiento
matematico, se debe rever el papel del docente y del alumno en el aula, buscando
alternativas que favorezcan la participacion activa de este ultimo, que lo lleven a
involucrarse en la construccion de su propio conocimiento (Cantoral, 2013). Asi, el
rol del docente pasa de expositor a guia, mediador y facilitador. El profesor debe ser
capaz de disefar situaciones de aprendizaje que permitan la aplicacion de
conocimientos y lleven a la resolucién de problemas, que promuevan la actividad
individual y grupal de los alumnos, que les otorgue mas responsabilidad y que los
involucre en su propio proceso de aprendizaje.

En este sentido se asume una situacion de aprendizaje como:

...un espacio de encuentro en el que los participantes (profesor y
alumnos), coordinan acciones a traves de un proceso de
interpretacién/comprension mediante el cual logran construir
significados que comparten. Las situaciones de aprendizaje se
construyen de acuerdo a los conocimientos que el alumno debe
aprender y a las caracteristicas que estos saberes presentan y se
realizan con un método optimo. (Garcia, 2011, p. 16)

Segun la misma autora, todos y cada uno de los estudiantes deben tener
oportunidad de manifestar sus conocimientos previos, “...los que constituiran una
base sobre la cual construir aprendizajes como resultado de acciones conjuntas...”
(p. 16). Asi, los estudiantes logran construir conocimiento y, lo que es mas
importante, utilizar ese conocimiento en distintos contextos, resolviendo problemas.
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4. Aspectos metodologicos

En base a lo manifestado, se decidi6 disefiar e implementar una situacion de
aprendizaje que permita dar significado a nociones relacionadas a la funcion de
primer grado como modelo de fendmenos de cambio y que involucre al alumno en la
construccion de conocimiento significativo y funcional. Se implement6 con todos los
alumnos cursantes de Matematica | en comisiones de aproximadamente 35
alumnos, en tres fases, que se desarrollaron en tres clases sucesivas, de una, dos y
una hora respectivamente. La fase inicial, de motivacion y exploracion de los
conocimientos previos, una intermedia, que tuvo como finalidad utilizar y relacionar
esos saberes previos para construir nuevos conocimientos y significados, y una fase
final, de integracion y valoracion de los aprendizajes.

En la fase inicial los alumnos resolvieron con lapiz y papel tres actividades,
trabajando de a pares. Se intentd recuperar los conocimientos sobre la funcion de
primer grado y aportar elementos para mejorar su comprension y su significado
desde un punto de vista variacional.

La docente entregd una copia de los enunciados a todos los alumnos. En esta
etapa dejo que los alumnos trabajaran solos. Su papel fue de orientacion y
motivacion para que realicen las actividades. Solo intervino cuando no entendian los
enunciados. Al finalizar el tiempo de trabajo, los estudiantes entregaron una de las
resoluciones y la otra la guardaron para la discusion grupal y el control de las
respuestas durante la clase siguiente.

En la primera parte del segundo encuentro, fase intermedia, se inicio el debate.
A partir de lo observado en la clase anterior y de las dificultades y logros detectados
en las hojas de trabajo entregadas por los estudiantes, la docente coordind una
puesta en comun. Sus intervenciones fueron para guiar la discusion, pedir
explicacion sobre las estrategias y procedimientos utilizados y, especialmente,
promover el reconocimiento de la variacion en las situaciones propuestas. Luego, la
profesora explicé y formalizd el trabajo realizado por los alumnos. Relacioné los
aspectos numéricos, graficos y analiticos de los conceptos involucrados, e introdujo
las nociones variacionales que cada actividad permitia resaltar.

En la fase final se propuso la resolucion de nuevas situaciones con las que se
pretendié conocer su avance con respecto al desarrollo de nociones y significados
variacionales y valorar la comprension respecto de los conceptos involucrados.

5. Disefio de las actividades y resultados de su implementacion

De acuerdo a la revision teérica y de antecedentes realizada, se resolvio
considerar actividades que propicien el desarrollo de tareas de naturaleza
variacional, asi como el tratamiento y conversion entre distintas representaciones
del concepto de funcion (verbal, numérica, grafica, algebraica).

Se presentaron situaciones sencillas, del contexto cotidiano, que permitan a los
estudiantes descubrir el rol fundamental que tienen los incrementos de las
cantidades de las variables independiente y dependiente, asi como el cociente entre
los mismos, para construir el modelo de la funcién correspondiente a la situacion
planteada.
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Con su desarrollo se pretendié que los estudiantes valoren el uso de los
conocimientos matematicos en su area de especialidad. Se previ6 que puedan
apelar a sus conocimientos previos y a la intuicion para resolverlas.

Su resolucion promovio distintas tareas:

La identificacion de magnitudes asociadas a situaciones de variacion,
presentadas en distintos sistemas de representacion.

La descripcidn de las relaciones entre las variables en un proceso de cambio.
La identificacion de situaciones de razon de cambio constante y de una
situacion de variacion constante con la recta o con segmentos de recta.

La justificacion de las estrategias usadas para cuantificar los cambios a
partir de las distintas representaciones.

El reconocimiento de la razon de cambio para analizar cuanto cambia una
variable cuando la otra cambia determinada cantidad.

La comparacion de razones de cambio para reconocer la mayor o menor
rapidez de cambio.

La relacion entre la razén de cambio constante y la pendiente de la recta.

A continuacion, se enuncian las actividades, se desarrolla un breve andlisis a
priori de cada una y se presentan los resultados, esencialmente cualitativos, de la
revision de las hojas de trabajo de los alumnos. El andlisis, realizado sobre 72
producciones, tiene en cuenta el desarrollo e interpretacion de los aspectos
variacionales involucrados, asi como las transformaciones entre distintas
representaciones semioticas. Los logros y dificultades detectados son importantes
para las etapas de validacion e institucionalizacion del conocimiento.

Actividad 1. La grafica muestra la tendencia de los precios del trigo durante el
periodo 2000-2010. Los precios tomados corresponden al mes de diciembre de
cada afio analizado.

a) Determine los periodos en los que el precio tuvo el mayor y el menor
cambio. Determine si en esos periodos el precio por tonelada de trigo aumenté o

400
350

s Z S 7

200

100
50

Precios portonelada (en délares)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Afo (t = 0 comesponde a 2000)

Elaboracion propia sobre datos extraidos de
http://www.siia.gov.ar/index.php/series-por-tema/agricultura.

UN]@N Numero 49- Abril 2017 — P4gina 129



Funcion de primer grado. Construccién de significados desde una perspectiva variacional
Silvia Vrancken, Adriana Engler, Ana Leyendecker, Daniela Miller

disminuyd. ¢ Cuanto aumento o disminuy6?

b) Encuentre la pendiente del segmento de recta que conecta los afios 2006 y
2007 y del segmento que conecta los afios 2007 y 2008. Interprete su significado
en el contexto del problema.

Se presenta una grafica extraida de una pagina web, de interés particular para
los productores agropecuarios y, por ende, para estudiantes de agronomia.

Su resolucion exige el tratamiento a partir de la representacion grafica y la
conversion al registro numérico y al verbal. Los alumnos deben ser capaces de
identificar las variables involucradas, los valores que toma la variable dependiente
para un valor especifico de la independiente y determinar como cambia una variable
cuando cambia la otra. Para esto, primero es necesario fijar la atenciéon en el
comportamiento global de la funcién, en todo su dominio y por intervalos, y luego en
el comportamiento puntual.

En el primer inciso se requiere la comparacion del cambio de la variable
dependiente, referido a la variacion en un periodo especifico de tiempo.

Al analizar las respuestas se observd, en primer lugar, diferencias al considerar
los periodos. Gran parte de las parejas (52) considerd intervalos de un afio,
mientras que 13 consideraron periodos diferentes. En estos casos se observa que
su eleccion tuvo en cuenta los tramos donde la grafica crece o decrece o bien,
aquellos que graficamente parecen corresponder a la misma recta.

Se encontré6 también que siete parejas no pudieron establecer periodos. Se
refieren al cambio en determinado afio, lo que muestra que no lograron comprender la
situacion.

Se estudiaron luego los aspectos cualitativos, referidos a cdmo cambia, y los
cuantitativos, respecto a cuanto cambia.

Se detectaron problemas de interpretacion en la identificacién de los periodos
en que el precio tuvo el mayor y el menor cambio. En diez trabajos se observé que
identificaron mayor cambio con el intervalo de mayor aumento del precio del trigo, y
el de menor cambio con el de mayor disminucion del precio. Por ejemplo, una
respuesta fue: “El periodo que tuvo mayor cambio fue del 2006 al 2007 que
aumentd 100 U$S. El periodo que tuvo menor cambio fue del 2007 al 2008 que
disminuyd 140 U$S".

Del total, el 57 % respondié que el mayor cambio se dio en el periodo 2007-
2008, correspondiendo a una disminucion de los precios, mientras que el menor
cambio se produjo en el periodo 2000-2001, con un aumento de los precios.

Los alumnos que habian considerado periodos de distinta amplitud, analizaron
segun su respuesta anterior. Respondieron correctamente diez parejas.

Con respecto a la pregunta relacionada con la cuantificacién de los cambios,
el 60% calculo cuanto cambid el precio en los periodos seleccionados, mientras que
el resto sOlo expresdé entre qué valores varié. En la Figura 1 se presenta una
resolucién en la que aparecen las dos respuestas.
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Estas respuestas requieren el tratamiento de la informacion en el registro
grafico y su conversion al registro numeérico, lo que permite la cuantificacion del
cambio, al realizar las diferencias de las ordenadas de las imagenes de los puntos
correspondientes a los extremos de los intervalos.

En otros casos, los alumnos realizaron un andlisis mas detallado de la
evolucion de los precios a través del tiempo. Trabajos como el de la Figura 2,
implican la comparacion en el registro grafico, de las pendientes de los distintos
tramos, lo cual estd relacionado a un concepto dinamico de pendiente. Resulta
interesante la estrategia para organizar los datos obtenidos de la grafica. La
determinacién de si el precio del trigo aumenté o disminuyo lleva al otorgamiento de
significado al signo de los cambios y de las pendientes de los segmentos.
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Figura 2

Estas respuestas son importantes desde una perspectiva variacional ya que
suponen el analisis del cambio de un estado con el paso del tiempo. Segun la
caracterizacion realizada por Caballero y Cantoral (2013) el andlisis de la forma en
gue cambia una variable en distintos intervalos, implica la utilizacion de distintas
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estrategias variacionales. En primer lugar, la estrategia de seriacion. A partir del
patréon de comportamiento de la grafica, los estudiantes fueron capaces de analizar
los estados de la funcion para distintos valores del tiempo. Luego de seleccionar el
intervalo correspondiente al mayor y al menor cambio, analizaron el estado de la
funcidn en el punto inicial y el punto final, a fin de establecer la diferencia entre
ambos, es decir, cudnto cambia la variable. Esto supone el uso de otra estrategia
importante, la comparacion.

En el segundo inciso se pretende conectar la pendiente de los segmentos de
recta con la razén de cambio en una situacion de cambio constante por tramos. De
la grafica se extrae la informacion necesaria para determinar el valor de la
pendiente. A pesar de que los estudiantes deberian tener los conocimientos previos
para calcular las pendientes, s6lo en 40 trabajos lo hicieron correctamente. La
mayor dificultad encontrada fue que 12 parejas trabajaron con la variable
independiente medida directamente en afios.

Con respecto a la interpretacion en el contexto del problema, la mayoria hizo
alusion al cambio del precio. Asociaron el signo positivo de la pendiente con
aumento del precio y el signo negativo con una disminucion. Aunque no lograron
darse cuenta de que en los célculos realizados se relacionan los cambios de las dos
variables en juego, identificaron el significado del signo de la pendiente e incluso
algunos lo vincularon a la recta creciente o decreciente, como por ejemplo, en el
trabajo de la Figura 3.

il 2 ~tu~n4‘ 114, ot b Moo &/ Tl

Figura 3

Una interpretacion mas completa exige que los estudiantes visualicen la
coordinacion entre los valores de las variables que cambian de manera conjunta, es
decir, el cambio de una variable con respecto a la otra. Se encontr6 que en solo tres
trabajos se acercaron a una interpretacion de la pendiente como razén de cambio:
“La pendiente indica lo que cambia el precio por tonelada de un afo para otro”, “la
pendiente indica la variacién del precio por tonelada de afio a afo”, “en el afio 2006
y 2007 el precio subi6 110 ddlares por afio mientras que en el 2007 al 2008
disminuy6 150 délares en 1 afio”.

Aparecieron otras conclusiones importantes para el analisis variacional, como
las de algunos alumnos que agregan que en el periodo 2006-2007 la pendiente
muestra que se dio el mayor aumento, mientras que en el periodo 2007-2008 se
produjo la mayor disminucion.
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En general, se puede concluir que la resolucion de esta actividad permitio la
realizacion de distintas tareas de caracter variacional: identificaron qué cambia
(precio, variable dependiente) y reconocieron con respecto a qué cambia (tiempo,
variable independiente), identificando la relaciébn entre ambas. Interpretaron la
variacion (para determinar los periodos de mayor y menor cambio, para determinar
si el precio aumentd o disminuy0, para relacionar el significado de la pendiente con
el de razon de cambio), cuantificaron los cambios, argumentaron sobre la variacion.

Los alumnos fueron capaces de leer global y puntualmente la gréafica, lo que
les permitio extraer informacion sobre el comportamiento de la funcidn por intervalos
y en puntos especificos. Su interpretacion les permiti6 argumentar sobre los
intervalos de mayor o menor cambio y determinar cuanto cambia la variable en esos
intervalos. Su conocimiento matematico sobre la pendiente fue usado y, aunque les
costo interpretarla como una razon de cambio, fue resignificado al relacionar los
intervalos de mayor o menor cambio y los de cambio positivo y cambio negativo, con
la inclinacion de los segmentos de recta.

En la etapa de discusion e institucionalizacion de la actividad se introdujo la
notacion simbdlica de los cambios (estado inicial, estado final, cuantificacion del
cambio y la razdén de cambio) e interpretd el significado del signo de los cambios. Es
importante resaltar que, en problemas aplicados a diversos contextos, la pendiente
se puede interpretar como una razén de cambio (o tasa de cambio), ademas de usar
la nocion de razén de cambio para comparar los cambios en los distintos periodos y
reconocerla como una herramienta que permite distinguir situaciones de mayor o
menor rapidez de cambio.

Actividad 2. Un edificio tiene un tanque cilindrico para reserva de agua. El tanque,
de 45000 litros de capacidad, se encuentra totalmente lleno y comienza a vaciarse
para hacerle mantenimiento. Se desocupa a razén constante, de tal forma que al
cabo de 2 horas quedan 30000 litros.

a) ¢, Cuanto tiempo hace falta para que el tanque se desocupe completamente?

b) ¢En qué intervalo de tiempo la cantidad de agua que queda en el tanque
cambia de 22500 litros a 11250 litros?

c) Si el volumen del tanque fuera el doble y se desocupa a razdn constante,
¢, qué debe hacerse para que luego de 2 horas también queden 30000 litros?

El objetivo de esta actividad es construir conocimiento matematico relacionado
a la funcion de primer grado, a partir del reconocimiento de la razén de cambio
constante que la identifica. En este caso, el modelo lineal no queda explicito en el
enunciado. Su resolucion supone comprender qué significa y qué datos aporta que
el tanque se desocupe a razon constante. Para esto es importante centrar la
atencion en la variacién y no soélo en las variables.

El alumno debe ser capaz de determinar las magnitudes que cambian como
las variables independiente y dependiente, identificar los incrementos del tiempo y el
volumen del tanque como herramientas que permiten cuantificar el cambio,
identificar la capacidad inicial del tanque como un parametro constante que
representa el estado inicial que no varia.
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La actividad esta enunciada en el registro verbal. Su resolucion requiere en
primer lugar el tratamiento en este registro, traduciendo del lenguaje cotidiano al
especifico de la matematica. La comprension del significado de las preguntas en el
contexto del problema no es un proceso trivial.

Las preguntas plantean la prediccion sobre estados futuros correspondientes a
la situacion dada. Requieren el andlisis y cuantificacion de los datos numéricos y de
sus cambios y/o el planteo del modelo algebraico, con la finalidad de, a partir de
valores o estados conocidos, anticipar valores o estados futuros. Estas tareas
llevaran a realizar conversiones a los registros numeérico, grafico o algebraico.

Al revisar los trabajos, se encontré que el 80% respondié correctamente el
primer inciso mientras que soOlo el 25% analiz6 correctamente el segundo. La
mayoria no respondié lo pedido ya que determind el tiempo que se demora en
vaciar los 11250 litros.

Los estudiantes trabajaron en distintos registros y utilizaron diferentes
representaciones. En el enunciado estan dados, de manera no explicita, dos pares
de valores de la funcién, por lo que se presumia que buscarian la expresion
algebraica que modela la situacion. Sin embargo, muchos utilizaron estrategias y
argumentos numéricos y/o graficos, asi como algunos transitaron de un registro a
otro, especialmente del numérico al grafico, convirtiendo nuevamente al numérico y
al verbal para interpretar las soluciones. Recurrieron a la tabulacion, analizaron los
datos a partir de la tabla numérica y construyeron graficas que interpretaron
variacionalmente. De esta manera, lograron realizar acciones identificadas por
Caballero y Cantoral (2013) como tareas variacionales.

Para responder a las preguntas, utilizaron distintos procedimientos que
muestran que relacionaron el fendmeno de vaciamiento a razon constante con una
situacion de proporcionalidad directa. Aplicaron directamente regla de tres,
subdividieron los incrementos de las dos variables puestas en juego, realizaron
tareas de interpolacion, calcularon las razones entre los incrementos, representaron
el fenomeno en una grafica, llevaron registros de la situacion en distintos periodos
de tiempo o encontraron el modelo algebraico correspondiente.
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En este trabajo, los alumnos
realizaron tareas de conversion y
tratamiento en los registros
numerico y grafico.

Mostraron de varias
maneras como obtener el tiempo
gue demora el tanque en
vaciarse. Utilizaron estrategias
gue implican el reconocimiento de
una relacion de proporcionalidad:
sumas Yy restas, cociente y
producto, regla de tres.

Para determinar el intervalo
de tiempo en que la cantidad de
agua pasa de 22 500 a 11 250
litros, representaron graficamente
la funcion que modela la situacién
y utilizaron esta representacion
para aproximar, aungue con
errores, la respuesta.

En la figura siguiente se observa como representaron los datos en el registro
gréafico, convirtiendo al registro algebraico para determinar la ley de la funcion.
Utilizaron el modelo algebraico para determinar lo pedido en cada inciso.

L iQ’CL.w 2ad .

Figura 6
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Las tareas y estrategias utilizadas por los alumnos coinciden con las
detectadas en otras experiencias relacionadas al estudio de la funcion de primer
grado. Se coincide con Méndez y Arrieta (2009) en la importancia de estas
practicas, quienes las reportan como practicas comunes de la modelacién lineal.
Favorecen la aparicion de herramientas matematicas y argumentativas y llevan a
gue los estudiantes puedan enfrentarse a situaciones similares en otros contextos.

Para responder al inciso c), 24 alumnos recurrieron a procedimientos similares
a los utlizados en el inciso a) (aplicaron regla de tres, hicieron una tabla,
determinaron el nuevo modelo algebraico, representaron graficamente).

De los alumnos restantes, 22 enunciaron una respuesta en la que se vislumbra
un analisis que tuvo en cuenta los resultados anteriores. No todos hicieron
referencia explicitamente a la velocidad de vaciado, pero si a aumentar, de alguna
manera, el caudal de salida. En la Figura 8 se presentan un par de respuestas.
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Figura 8

Este tipo de analisis implica el reconocimiento de la proporcionalidad de los
datos, y requiere ademas la comparacion entre dos estados de fenébmenos distintos.

La naturaleza del fenomeno variacional presentado en esta actividad, permitio
gue interpretaran sus caracteristicas y respondieran las preguntas recurriendo a
distintas herramientas. En la etapa de discusion grupal se insistié sobre la validez de
la utilizacion de la regla de tres, se examiné cdmo se refleja la razon constante en
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las distintas estrategias y representaciones utilizadas, y como se relaciona la razén
con la pendiente de la recta.

Es importante resaltar que los alumnos utilizaron su conocimiento sobre el
significado de la raz6n de cambio en un contexto especifico. Esto les permitié dar
nuevos significados a las nociones relacionadas a la funcion de primer grado, asi
COMO generar nuevo conocimiento matematico.

Actividad 3. Para estimar la edad de los arboles los biélogos emplean un modelo
lineal que relaciona el diametro del arbol con la edad. El modelo es util porque es
mucho mas facil medir el diametro del arbol que su edad (lo que requiere
herramientas especiales para extraer una seccion transversal representativa del
arbol y contar los anillos). Para cierta variedad de robles, se determiné que el
diametro del tronco de un arbol de 24 afios de edad es 10 cm y el de uno de 32
afios es 15 cm.

a) Determine la ley de una funcién de primer grado que modele los datos.
Represente graficamente.

b) Use el modelo para estimar la edad de un roble cuyo didmetro es de 45 cm.
c) Expligue el significado de la pendiente en el contexto del problema.

Esta actividad (adaptada de un problema presentado por Stewart, Redlin y
Watson, 2012) plantea la obtencién de la expresion algebraica de la funcidon de
primer grado correspondiente a los datos presentados. Esto exige basicamente la
conversion del registro verbal al algebraico, pero puede dar lugar al tratamiento y
conversion entre representaciones de los registros numérico y grafico.

Al leer el problema, surge que los biélogos determinan la edad de los arboles a
partir de la medicidn del didmetro del tronco. La variable dependiente es la edad del
arbol y la variable independiente es el diametro del tronco. Luego, la edad del arbol
es una funcion de primer grado del diametro del tronco. Este aspecto hace
interesante el problema ya que los estudiantes estan mas acostumbrados a trabajar
con situaciones en las que el tiempo es la variable independiente.

Segun los datos, los puntos P(10, 24) y Q(15, 32) pertenecen a la gréafica de la
afnos
cm
del arbol con respecto a la medida del diametro. Esto significa que la edad del arbol
aumenta a razén de 1,6 afios por cada centimetro que crece el diametro. Si se deja
8 afios
expresada como —
5 cm

diametro, transcurren 8 anos.

funcién. Se puede determinar que 1,6 es la razdn o tasa de cambio de la edad

se puede decir que, por cada 5 cm que aumenta el

Comprender esta situacion y lograr escribir la expresion algebraica de la
funcién, hace mucho mas sencilla la tarea de predecir, que es uno de los aspectos
mas importantes en relacidon a la modelacién de fenémenos.

Al revisar los trabajos se detectd que 35 parejas respondieron los tres incisos,
mientras que 14 no respondieron la actividad completa, ocho no respondieron los
incisos b) y ¢) y 12 no contestaron el dltimo item.
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Al analizar las respuestas de los incisos a) y b), se observé que, en general,
obtuvieron la pendiente y la ley de la funcién utilizando las férmulas conocidas y
determinaron la edad del arbol reemplazando en la expresion algebraica.

Sin  embargo, nueve | (% )(# ‘
parejas determinaron la ley 185 Mo
directamgpte a pqr.tir de la 6 (4 . %
observacion de la grafica. X L j

En la Figura 9 se presenta Y el .
esa forma de trabajo. Se
observa que, aunque parece que I
en un primer momento no 2
distinguieron la variable s |
independiente y la dependiente,
luego utilizaron los datos de la
grafica para determinar la ley e Ly &
incluso, para predecir el valor | <
pedido en el segundo inciso. il

Al responder sobre el ¢
significado de la pendiente, | .
relacionaron el crecimiento del
diametro con respecto al | ‘.
transcurso del tiempo. '

Figura 9

En relacion al tercer inciso, 15 parejas escribieron alguna idea que se aproxima
a la interpretacién de la pendiente en la situacion planteada. Algunas respuestas

fueron: “la pendiente es g porque cada 5 cm el arbol aumenta 8 afos”, “el

significado es que cada 8 afios crece 5 cm”, “la pendiente nos dice que cada una
determinada cantidad de centimetros el roble crece una determinada cantidad de
afios. Es decir, que cada 5 cm mas del diametro del tronco el arbol tiene 8 afos
mas”, “cuando aumenta 5 cm el diametro tiene 8 afios mas”.

Algunos confundieron las variables independiente y dependiente pero
relacionaron la pendiente con una razon: “el significado que tiene la pendiente en el
contexto del problema es el cociente entre la variacion del diametro con respecto a
la edad del arbol”, “la pendiente es la relaciéon entre los afios y el diametro del tronco
del arbol”.

Como se observa en la Figura 10, los estudiantes determinaron la pendiente a
partir del par de valores dado y la utilizaron para encontrar la ley de la funcion. Si
bien la interpretacion de la pendiente no es completa, se observa en la
representacion grafica que tienen una comprension clara de su significado en este
registro, ya que dibujaron la recta marcando la ordenada al origen y representando
la variacion vgrtical y horizontal para encontrar otro punto que pertenece a la gréfica.
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Se resalta nuevamente la aplicacion de distintas estrategias. Los alumnos
utilizaron sus conocimientos para responder a las preguntas. La resolucion les
exigio el reconocimiento de variables en un modelo de variacion y la reinterpretacion
de las relaciones de dependencia. Pudieron identificar la razén que se mantiene
constante, cualesquiera sean los pares de valores pertenecientes a la funciéon que
se consideren y la individualizacion de esta razén con la pendiente de la recta.

En el proceso de solucién y en los trabajos escritos se pudo reconocer que, a
pesar de que la actividad estaba redactada de manera mas tradicional y se podia
resolver a partir de la determinacion del modelo algebraico, varios estudiantes
lograron organizar y analizar la informacion dada registro numeérico o en el grafico y
responder las preguntas. Se considera, en coincidencia con Caballero y Cantoral
(2013), que son tareas que favorecen el desarrollo del pensamiento variacional.

En la etapa de debate grupal se discutié especialmente el problema con las
variables y se consideraron algunas de las respuestas para resaltar los distintos
aspectos variacionales que cada una de las representaciones utilizadas permite
analizar y relacionarlas entre si.

6. Reflexiones finales

El andlisis general de las actividades planteadas permite expresar que se
logro, por parte de los estudiantes, la realizacion de distintas tareas variacionales,

UN]@N Numero 49- Abril 2017 — P4gina 139



Funcion de primer grado. Construccién de significados desde una perspectiva variacional
Silvia Vrancken, Adriana Engler, Ana Leyendecker, Daniela Miller

como la tabulacion, el analisis y tratamiento de los datos en una tabla, la
construccion y analisis de una grafica. Estas tareas implicaron el empleo de
diferentes estrategias variacionales (la comparacion, la seriacion y la prediccion),
que les permitieron analizar la variacién involucrada en cada situacion y generar
diversos argumentos variacionales. Todos estos elementos son importantes ya que
involucran el uso del pensamiento y lenguaje variacional.

En relacion a los elementos conceptuales, los alumnos lograron la
individualizacion de las variables, la organizacién de los datos en tablas que facilitan
el reconocimiento de la forma en que una varia en relacibn a la otra, la
caracterizacion de la funcién y sus elementos. Fueron capaces de reconocer la
razon de cambio constante como el elemento que identifica a la funcion de primer
grado, relacionarla con la pendiente de su gréfica, asi como identificar el tipo de
situaciones que esta funcién permite modelar.

En cuanto a las representaciones semioticas, recurrieron espontdneamente al
tratamiento y conversion a otros registros. Esto permitié explorar diferentes formas
de manejar la informacion y desarrollar la capacidad de identificar los datos que son
Utiles para la resolucion de cada situacion. Esto es muy importante, ya que, como
afirma Duval (2008), la diversificacion de representaciones de un mismo objeto
matematico es indispensable para la comprension.

La observacion del trabajo en clase y el andlisis de sus resoluciones, lleva a
considerar que los estudiantes resolvieron las actividades a partir de sus
conocimientos previos y apelando a su intuicion. Como se mostré en el andlisis de
distintas respuestas, el planteo de situaciones en contextos reales y cotidianos,
favorecié que los alumnos utilicen sus conocimientos sobre la funcion de primer
grado, identifiquen conexiones con el entorno que los rodea y, a su vez, den nuevo
sentido y significado a los conceptos.

La metodologia de trabajo permitié que todos los alumnos se involucraran y se
dispusieran a analizar las actividades. La formacién de parejas favorecidé este
aspecto, ya que ninguno tomo una actitud pasiva. Se genero un ambiente de trabajo
que llevo, no solo a realizar las tareas y responder las preguntas planteadas en
cada situacion, sino también a que se intercambiaran opiniones referidas a los
distintos argumentos y estrategias utilizadas en los procesos de solucién. Las
discusiones con la clase completa fueron muy enriquecedoras, ya que les
permitieron reflexionar sobre sus propias ideas, confrontar sus pensamientos y
generar argumentos que permitan validarlos.

Este tipo de experiencias favorece el alejamiento de desarrollos
exclusivamente procedimentales y algoritmicos que llevan a aprendizajes
mecanicos, que no permiten otorgar sentido y significado a los conocimientos. A
partir del planteo de situaciones cercanas al estudiante, de contextos cotidianos o
relacionados a su carrera, se promueven distintas etapas de los procesos de
aprendizaje, desde la formacion de ideas intuitivas, hasta la internalizacion de los
conceptos.

Para los docentes se constituyen en desafios importantes que permiten
analizar los procesos de pensamiento de los estudiantes, asi como los mecanismos
de construccion de conocimiento. Su implementacion permite orientar la practica
docente de manera de generar en los estudiantes aprendizajes significativos.
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