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En este trabajo analizamos una actividad mediada por GeoGebra que
se realizé durante el dictado de algebra y geometria |, para las carreras
de ingenieria de una universidad argentina. Las tareas fueron
planteadas para utilizar simultaneamente las vistas: algebraica, CAS y
3D, que ofrece GeoGebra. Nuestro objetivo fue determinar si los
estudiantes logran articular conceptos relativos a los sistemas de
ecuaciones lineales y geometria en el espacio. Los resultados mostraron
que la actividad propuesta es adecuada para tal fin. Tomamos la Teoria
Antropolégica de lo Didactico como referencial tedrico principal para el
analisis de las producciones de los estudiantes.

Palabras clave: Sistemas de Ecuaciones; Geometria en el Espacio;
Ingenieria.

Resumen

In this work we analyze a GeoGebra-mediated activity that was carried
out during the algebra and geometry | dictation, for the engineering
careers of an argentine university. The tasks were raised to
simultaneously use the views: algebraic, CAS and 3D, which GeoGebra
offers. Our goal was to determine if students manage to articulate
concepts related to systems of linear equations and geometry in space.
The results showed that the proposed activity is adequate for this
purpose. We take the Anthropological Theory of the Didactic as the main
theoretical reference for the analysis of student productions.

Keywords: Systems of Equations; Geometry in Space; Engineering.

Abstract

Neste trabalho analisamos uma atividade mediada por GeoGebra que
foi realizada durante a disciplina algebra e geometria |, para as carreiras
de engenharia de uma universidade argentina. As tarefas foram criadas
para usar simultaneamente as visualizagbes: algébrica, CAS e 3D,
oferecidas pelo GeoGebra. Nosso objetivo foi determinar se os alunos
conseguem articular conceitos relacionados a sistemas de equacgobes
Resumo lineares e geometria no espaco. Os resultados mostraram que a
atividade proposta é adequada para esse fim. Consideramos a Teoria
Antropolodgica do Didatico como o principal referencial tedérico para a
analise das produgdes dos alunos.

Palavras-chave: Sistemas de Equacdes; Geometria no espaco;
Engenharia.
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1. Introduccioén

Es un hecho ampliamente aceptado el uso de las Tecnologias de la Informacion
y las Comunicaciones (TIC) en distintos ambitos de la sociedad. Asimismo, se
reconoce que este uso tiene implicaciones en todos los niveles educativos,
particularmente, el universitario.

En lo concerniente a la ensefanza y al aprendizaje de contenidos matematicos,
diversas investigaciones reportan que la implementacion de las TIC ofrece
oportunidades para que los estudiantes puedan realizar tareas que fomenten la
exploracion, la formulacion de conjeturas, la practica de una técnica, el analisis de
resultados. Asimismo, permiten reducir el énfasis en los aspectos manipulativos del
algebra y enfocar el trabajo de los estudiantes en tareas conceptuales, o bien
promover tanto aspectos conceptuales como técnicos de la matematica (Kieran, 2007,
Artigue, 2002a). No obstante, también se afirma que dichas tecnologias no se han
instalado en la educacién formal con la naturalidad que se observa en otros espacios
(Artigue, 2007; Rojano, 2014).

Este trabajo forma parte de una investigacion en curso sobre el estudio de las
praxeologias en torno a los sistemas de ecuaciones lineales propuestas para el Ciclo
Basico de las carreras de ingenieria en Argentina. Presentamos una experiencia
didactica realizada en la Universidad Nacional del Comahue con estudiantes de
ingenieria. Dicha experiencia consistié en implementar un trabajo practico mediado
por GeoGebra durante el dictado de la asignatura algebra y geometria I. Dicha
implementacién tuvo un doble propdsito. Por un lado buscamos incentivar a los
estudiantes a que incorporen las TIC como una herramienta auxiliar para el estudio
de la asignatura. Por otro lado, pretendemos determinar si los estudiantes logran
articular conceptos relativos a los sistemas de ecuaciones y geometria en el espacio.

Segun Rogalski (2001), el conocimiento relacionado con la geometria afin
euclidiana y la practica de la geometria en el espacio constituyen una base importante
para el lenguaje y el sentido en el algebra lineal porque este conocimiento geométrico
puede dar "imagenes" de ciertos conceptos como conjuntos de soluciones de
sistemas de ecuaciones lineales (en adelante, SEL). Harel (2000) también va en esta
direccién cuando dice que una reflexion geométrica debe incorporarse a la ensefanza
de las primeras nociones de algebra lineal.

Los resultados obtenidos permitieron concluir que la actividad planteada fue
motivadora, posible de desarrollar con autonomia por parte del estudiante. Pueden
incluso auxiliar en la introduccion de nuevos conocimientos fundamentales en algebra
lineal, como por ejemplo, la articulacion entre los puntos de vista cartesiano y
paramétrico (Dias, 1998) o la nocién de rango.

Para interpretar, describir y analizar las producciones de los estudiantes,
tomamos elementos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico y de la Teoria de la
Instrumentacion. También consideramos las nociones de cuadro y juego de cuadros,
segun Douady (1984).

2. Referencial tedrico
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Adoptamos como referencial teorico principal a la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico (TAD) de Yves Chevallard (1999, 2004, 2007) la cual considera la
matematica como producto de la actividad humana y relativa a los contextos sociales
y culturales donde se desarrolla. En particular, la matematica escolar se organiza en
obras, organizaciones o praxeologias matematicas. La nocion de praxeologia
incorpora en un todo indisociable la practica matematica o praxis (formada por tipos
de tareas y técnicas) y el discurso razonado o logos sobre dicha practica (formado
por tecnologias y teorias), el cual describe, explica y justifica la praxis. Para precisar
la naturaleza de los objetos que el matematico (o el estudiante) manipulan en la
actividad, Bosch y Chevallard (1999) introducen la nocién de objetos ostensivos y no
ostensivos. Los conceptos matematicos no son directamente accesibles a nuestros
sentidos: son objetos "no ostensivos"; trabajamos con éstos a través de las
representaciones ostensivas que pueden ser de naturaleza muy diversa. En este
sentido, asumimos que GeoGebra nos permite manipular ostensivos asociados a los
sistemas de ecuaciones o a la geometria espacial, a través de sus diferentes vistas.

La vista CAS, por ejemplo, permite realizar calculos en forma simbdlica:
resolucién de sistemas de ecuaciones, factorizaciones, calculos matriciales,
derivadas, integrales, entre otros. Permite introducir expresiones y comandos
especificos, para lo cual dispone de su propia barra de herramientas.

= | v (5% ()| g x=|x= f (] . . —_
E] £ ‘ [ Barra de herramientas de la vista CAS Q=
O R N 1 a:x—y+tz=1 x- 7%
- ® - arx—y+z=1
bry+52=0 ‘115 biy+5z=0
H ® $5z=
S Dok By 4102222 3 ¢:—2x+3y+3z=-2 \y
Ly = Resuelve ({a,b,c}) P e c: —2x+3y+32=-2
O 4 L :=Resuelve({a,b,c})
— {X=(1,0,0) +A(-6, -5 1)} @
ListaPuntos: L1 := {(—6z+1,-52,2)}
+ 5 Entrada.
Vista algebraica Vista CAS
®
Q
Q

F] 5

Figura 1. Interfaz de GeoGebra: vista algebraica — vista CAS - vista 3D

La vista CAS se relaciona de forma dinamica con otras vistas de GeoGebra. Por
ejemplo, en la Figura 1 se puede observar que mientras en la vista CAS se resolvid
un SEL de 3 ecuaciones con 3 incognitas y se muestra el conjunto solucion mediante
la lista de puntos L, en la vista algebraica se representa al conjunto solucion mediante
la recta X, y en la vista 3D aparece la interpretacion geométrica del conjunto solucion.
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Es decir, cada ecuacion del SEL representa un plano y el conjunto solucién del SEL
esta representado en la recta donde se intersectan los tres planos.

Este ejemplo pone en evidencia que un mismo concepto, en este caso conjunto
solucion, interviene en distintas vistas segun se observa en la interfaz de GeoGebra.
En términos generales, podemos decir que GeoGebra es un ostensivo poderoso que
permite materializar los objetos no ostensivos asociados a la nocién de conjunto
solucién de un sistema de ecuaciones.

En este trabajo también utilizaremos las nociones de cuadro (0 marco) y juego
de cuadros (Douady, 1984), pues éstas contribuyen al analisis de las propuestas de
ensefianza. En este sentido, dichas propuestas pueden ser mas o menos favorables
si toman en cuenta los conocimientos de los estudiantes en funcion del cuadro
considerado. Segun esta autora, la labor del matematico también implica abordar un
mismo problema desde diversos cuadros. Esto significa que puede transportar un
problema de una rama de las matematicas a otra, con el fin de comprender mejor en
qué consiste el problema y darle una solucion. La nocion de “juego de cuadros” o
‘cambio de cuadro”, permite trasponer esta importantisima caracteristica del
quehacer matematico al dominio didactico. Segun Douady, la mayoria de los
conceptos matematicos puede intervenir en varios dominios, lo cual hace posible el
cambio de cuadro. En nuestro trabajo sera preciso considerar los siguientes cuadros:
sistemas de ecuaciones lineales, matrices, determinantes y geometria afin euclidiana.

Para comprender mejor en el contexto de esta investigacion, de qué manera
GeoGebra puede convertirse en un instrumento matematico para el estudiante,
consideramos el enfoque de Rabardel (1995), en el cual se estudian las interacciones
entre seres humanos y otros elementos de un sistema. Por ejemplo, la interaccion
hombre-computadora.

Instrumentacién
Sujeto ) Esquemas ~ ‘{:} Artefacto
\ Instrumentalizacion /
Tareas de
Técnicas Algebra y Geometria

N/

Génesis instrumental

Instrumento

Figura 2. Triada Sujeto-Artefacto-Instrumento
Fuente: adaptacion de Iranzo y Fortuny (2009)

Este autor muestra que en toda situacion donde se utilizan artefactos existe

siempre una triada de elementos: sujeto-artefacto-instrumento, relacionados de
manera implicita o explicita (Figura 2). Se entiende por:
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e Sujeto: persona o un grupo de personas que desarrollan una accidén con un
artefacto via esquemas de utilizacion.

e Artefacto: cualquier objeto susceptible de ser usado intencionalmente. Puede
ser un objeto material como una computadora, o puede ser un objeto
simbdlico como un software.

¢ Instrumento: construccion mental del sujeto cuando se apropia del artefacto
para resolver tareas. En este sentido, la nocion de instrumento involucra tanto
al artefacto como a los esquemas mentales desarrollados por el sujeto.

En cuanto a los esquemas de utilizacion que el sujeto moviliza o desarrolla, el
autor identifica: esquemas de uso, relativos a la manipulacion técnica del artefacto; y
esquemas de accidn instrumental, relativos a la utilizacién de un artefacto con la
intencion de realizar una accion. En este orden de ideas, podemos decir que el
instrumento es una construccion del sujeto, ya que los esquemas mencionados
dependen de sus conocimientos y, en consecuencia, evolucionan con el sujeto. Este
proceso de construccion denominado Génesis Instrumental, es una construccién
progresiva de uso de un artefacto por un sujeto para lograr un propésito en un
ambiente especifico (Trouche, 2004).

Esta génesis involucra dos procesos dinamicos y dialécticos entre si: la
instrumentalizacion y la instrumentacion. El primero esta orientado del sujeto hacia el
artefacto: el usuario selecciona los comandos que se han de utilizar, los reagrupa,
pone énfasis en la produccién e institucion de sus funciones, de sus desvios o
limitaciones, de la atribucion de sus propiedades, transforma el artefacto, su
estructura y su funcionamiento. Por su parte, la instrumentacion es relativa al sujeto,
es decir, mediante el uso de artefactos se da el surgimiento y la evolucién de los
esquemas de utilizacion y de accion instrumentada (Rabardel: 1995).

Mediante los procesos de instrumentalizacién el sujeto aprende a utilizar de
manera mas eficaz la parte del artefacto que necesita para poder resolver los
problemas planteados. Y mediante los procesos de instrumentacion el sujeto crea
esquemas de accion instrumentada (es decir, de accion mediante el uso del
instrumento) orientados a permitirle resolver las tareas planteadas. Ambos procesos
evolucionan generalmente de manera simultanea (Gutiérrez et al, 2014).

3. Contexto del estudio

El estudio que reportamos en este articulo se desarrollé en un curso de algebra
y geometria |, asignatura correspondiente al ciclo basico de las carreras de ingenieria
que se dictan en universidades publicas argentinas. Nos proponemos describir y
analizar una actividad concreta que se implementoé con los estudiantes que cursan la
asignatura mencionada, la cual tiene un régimen cuatrimestral. Se desarroll6é luego
de un trabajo explicito con los estudiantes sobre el reconocimiento de los objetos
"rectas" y "planos" en el espacio, a partir de varias definiciones, ya sea en términos
de ecuaciones cartesianas o ecuaciones paramétricas. Ademas, siempre dentro del
dictado de la asignatura, se estudian las nociones de matrices y determinantes,
método de Gauss y método de Cramer para la resolucién de SEL, entre otros temas.
De modo que para realizar la actividad propuesta los estudiantes ya disponen de un
equipamiento praxeoldgico. Esta actividad fue de caracter obligatorio para todos
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aquellos que aprobaron los dos examenes parciales, acumulando de esta manera
todos los requisitos para aprobar la “cursada”, es decir la acreditacion, de algebra y
geometria |.

La elecciéon del software GeoGebra se debe a que es un software libre que
combina de forma dinamica, geometria, algebra, analisis y estadistica, ofreciendo
representaciones diversas de los objetos matematicos desde cada una de sus vistas.
También porque es un software que no requiere conocimientos avanzados para
utilizarlo en el contexto de esta investigacion. La mayoria de los estudiantes de
nuestro curso ya lo conocen de la escuela secundaria, aunque el trabajo con la vista
3D fue totalmente nuevo para ellos. Acordamos con Carrillo (2010) en que, a pesar
de la amplia oferta existente de programas de geometria dinamica, de calculo
simbalico o de representacion de funciones, ademas de la gran cantidad de paginas
webs que ofrecen diferentes applets con propuestas para llevar al aula, GeoGebra
estd ganando terreno al resto de opciones y, poco a poco se esta haciendo
imprescindible en el aula sobre todo cuando se apuesta por el uso de las TIC como
recurso didactico.

Por razones de tiempo y espacio fisico (disponibilidad de aula), s6lo se trabajo
de manera presencial durante dos clases de 2 horas cada una. Se establecieron
algunos acuerdos durante estos dos encuentros. El trabajo podia desarrollarse en
grupos de a lo sumo tres estudiantes y debia ser enviado por mail a la docente
(coautora de este reporte) en un plazo determinado. Se les entregd una guia con
cuatro tareas y todos los estudiantes que necesitaran consultar dudas con la docente,
podian hacerlo.

La investigacion se realiz6 con un grupo de 19 estudiantes. Las tareas
propuestas y las respuestas a priori presentadas en el apartado siguiente
corresponden a los instrumentos de recoleccion de datos, los cuales fueron
analizados a través de la confrontacion entre los analisis a priori y a posteriori. Segun
Artigue (2002b), el analisis a priori se concibe como un analisis del control de las
relaciones entre significado y situaciones, a la vez descriptivo y predictivo, que supone
una situacién en la que el conocimiento del sujeto se manifiesta solo a través de
decisiones, a través de acciones practicas y efectivas y donde no es importante para
la evolucion de las interacciones con el medio que el actor pueda identificar o explicar
el conocimiento necesario. Luego, se lleva a cabo la experimentacién, el analisis a
posteriori y la validacioén interna, que implica principalmente la relacién entre los
analisis a priori y a posteriori.

4. Las tareas propuestas y respuestas a—priori

En esta seccidén presentamos las tareas propuestas a los estudiantes. Haremos
un breve comentario acerca de la resolucion de las mismas, focalizando en las
posibles técnicas de resolucion y en la teoria que las sustentan.

La tarea 1 de la guia consistio en graficar algunos objetos geométricos

elementales (vectores, rectas, planos) utilizando la vista 3D para que los estudiantes
se familiarizaran con algunas herramientas y comandos basicos.
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Tarea 2. Abrir la vista calculo simbdlico (CAS) y la vista 3D. En la vista CAS:

a) escriba la ecuacion del plano m: x+y+z=3
b) escriba la ecuacion del plano XZ

e . . +y+z=3
c) utilice una herramienta adecuada para resolver el sistema {; 23(1) z

d) relacionar la respuesta dada por GeoGebra con lo que se observa en la vista 3D

El objetivo de esta tarea consiste en observar como el estudiante opera en la
vista CAS y cdmo interpreta la solucion al sistema que brinda GeoGebra. Dicha
solucidon puede obtenerse con la herramienta Resuelve y aparece en la vista CAS
expresada con el ostensivo {(x = —z+ 3,y = 0)} mientras que en la vista 3D
aparecen dos planos secantes. Nos interesa especialmente observar las respuestas
de los estudiantes al inciso d).

Una respuesta posible es considerar que la lista de infinitas ternas o puntos que
aparece en la vista CAS representa la solucion general de un SEL compatible
indeterminado. En términos geométricos, esos puntos estan contenidos en la
interseccion de los planos graficados en la vista 3D.

Tarea 3. Discutir si el siguiente sistema prefija 4 planos que forman un tetraedro.
En caso afirmativo, grafique los vértices del tetraedro y sus aristas.

—4x + 5y —2z=-1
—5x+3y+4z=2
—6x+y—3z=-8
3x =7y —5z=-22

El objetivo de esta tarea consiste en que el estudiante ejecute técnicas que
requieran la articulacion de conceptos relacionados con rectas, planos y SEL, es
decir, de la articulacion de cuadros. A continuacidn mencionamos algunas técnicas
esperadas. Se definid la nocion de tetraedro como solido determinado por cuatro
planos o caras.

e Técnica 1: trabajando en la vista CAS se resuelven SEL de 3 ecuaciones con 3
incognitas, hay cuatro posibilidades. Si en todos los casos el SEL resulta
compatible determinado, se habran encontrado los cuatro posibles vértices del
tetraedro. Trabajando en la vista 3D, se grafican los 4 puntos obtenidos.
Finalmente, se exploran las herramientas a fin de obtener una grafica del
tetraedro.

e Técnica 2: se resuelven todos los sistemas de 2x3, hay seis posibilidades. La
solucion a cada sistema es una lista de puntos expresada como una terna en
funcién de un parametro. En la barra de entrada se ingresan las seis ternas y en
la vista 3D se podran observar las seis rectas que contienen a las aristas. Como
en cada vértice concurren tres aristas, se pueden obtener las coordenadas de los
vértices con el comando Interseca<objeto,objeto>
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e Técnica 3: se resuelven los cuatro SEL de 3x3 por la regla de Cramer. En esta
situacion se requiere trabajar con la planilla de calculo para ingresar matrices y
calcular determinantes. Y naturalmente, se necesita la vista 3D para graficar los
vértices y aristas del tetraedro.

Luego de efectuar este estudio a-priori de las posibles técnicas que permiten
resolver la tarea, podemos observar que cada una de ellas requiere de ciertos
conocimientos en distintos cuadros. Es importante destacar que cualquiera sea el
cuadro donde nos situemos, es posible trabajar con GeoGebra quedando la
articulacion a cargo del docente y los estudiantes. Por lo tanto se justifica la relevancia
de abordar la tarea haciendo uso del software.

Tarea 4.
a) ¢como decidir si cuatro planos dados determinan un tetraedro?
b) ¢;qué sistema de ecuaciones prefija cuatro planos en el espacio que forman un
tetraedro?

La pregunta a) se formul6 con el objetivo de obtener una respuesta dentro de un
marco geomeétrico. Se espera que el estudiante mencione alguna técnica utilizando
GeoGebra, para visualizar rapidamente los planos que contienen las caras y del
tetraedro. Por otro lado, para responder a la pregunta b), se espera que los
estudiantes utilicen la nocion de SEL compatible determinado, relacionando las
soluciones con los vértices del tetraedro.

A continuacion, describimos en forma general las producciones de los
estudiantes y realizamos un analisis considerando el referencial tedrico adoptado. Las
resoluciones presentadas a modo de ejemplo fueron extraidas de los trabajos
presentados por 19 estudiantes, nombrados oportunamente como E1;... E19.

5. Praxeologias puestas en juego

En relacién con la tarea 2 se observd que la mayor dificultad consistié en
interpretar correctamente la respuesta que brinda GeoGebra en la vista CAS. El 80%
(esto es, 15 estudiantes sobre un total de 19 estudiantes participantes) afirmo6 que en
la vista CAS se observa la ecuacién de una recta. Por ejemplo, en la figura 3
presentamos la resolucion de E5:
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Archive Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

NERETDSNEEEND

» Calculo Simbélico (CAS) * | » Vista Grafica 3D

1 bix+y+z=3

@ - b:x+y4+z=3

2 ay=0

Loary=0

lista1:=Resuelvel{b, aj]

® | ListaPuntos: listal := {(—z +3,0.z)}

Figura 3: captura de pantalla presentada por E5
Fuente: datos de las autoras

Considerando el hecho de que GeoGebra, como todo software, sélo muestra
resultados, no los procedimientos, fue interesante discutir con los estudiantes el
significado de los ostensivos que aparecen en la interfaz. Las producciones de los
estudiantes en relacion a la tarea 2 reflejan que, con ayuda del software, pueden
interactuar entre el marco algebraico y el marco geométrico. Esto les da mas
seguridad y claridad al momento de redactar la respuesta. Por ejemplo:

Lo que quiere decir que la interseccion entre y=0 y el plano 1 es una recta L en
funcién del parametro z, en la cual para cada valor de z da un punto P perteneciente
a L, y es solucion del sistema. Por ejemplo, para z=3, el punto P=(0,0,3) es una
solucién y esto también puede observarse graficamente. Por lo tanto es un sistema
compatible indeterminado (ES, 2017).

En relacion a la tarea 3 se observaron las tres técnicas que describimos
anteriormente. Pero, el 75% de los estudiantes participantes realiz6 la técnica 1. A
continuacion presentamos algunos ejemplos de la misma:
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A | d s e
]l AL Ol e 4 @) 4] N £ o o
» Calculo Simbdlico (CAS) X [ » Vista Grafica 3D Py

1

a-4x+5y-22=-1

~ a:i—4x45y—2z=-1

b Bx+3y+dz=2

- b: -5x43y+4z=2

C-Bxry-3z=-8

-~ c:—6xty—3z=-8

d:3x-Ty-5z=-22

- d:3x—Ty—-5z=-22

lista2=Resuelve[{a, b, c}]

ListaPurtos: lista2 == {(1,1,1)}

lista3:=Resuelvelfa, ¢, d}]

ListaPurtos: lista3 == {(0,1,3)}

listad:=Resuelvelfa, b, djl

ListaPuntos: listad := {(3,3,2)}

lista5:=Resuelve[{b, ¢, d}]

ListaPuntos: listab := {(2,4,0)}

9

Entrada:

Fuente: datos de las autoras
Figura 5 - Captura de pantalla presentada por E1y E2
Fuente: datos de las autoras

En ambas figuras puede observarse a la izquierda que los estudiantes utilizaron

la herramienta Resuelve de la vista CAS mostrando de esta manera que trabajaron
en el cuadro de los SEL e interpretaron geométricamente cada conjunto solucién en
la vista 3D. La diferencia entre ambas figuras es que la primera muestra cémo obtener
un veértice en particular y tiene la vista de todos los planos activada, mientras que la
segunda muestra como obtener todos los vértices, pero es necesario desactivar la
vista de todos los planos para verlos con claridad.

UNI&EN

Numero 57- Diciembre 2019 — Pagina 88



Articulacion entre Algebra y Geometria utilizando GeoGebra: un Estudio Exploratorio con Estudiantes de
Ingenieria
Diana C. Pozas, Marlene Alves Dias

Una vez obtenidos los 4 vértices, los estudiantes exploraron distintas
herramientas, por ejemplo: poligono, segmento, piramide. De esa manera obtuvieron
graficas como la que se muestra en la Figura 6.

» Célculo Simbdlico (CAS) X | = Vista Grafica 30

4 | B=0.1.3) ‘ (=
® |- B:=(013)

. - - -

2 | C=L1D

. C:=(L1,1)

3 | D=.32)
D := (3.3.2)

s | E=2.4.0)

. E:=(2,4,0)

Figura 6: Captura de pantalla presentada por E1y E2
Fuente: datos de las autoras

En esta tarea hubo un grupo de estudiantes que ante el SEL de 4x3 enunciado,
focalizaron su atencién en los vectores normales de los planos intervinientes (Figura
7). Usaron la vista3D para asegurar que:

Hemos llegado a la conclusién de que éste sistema prefija 4 planos que forman un
tetraedro. El hecho esta en que los vectores normales de cada plano no son
paralelos; es decir, cada uno de ellos tiene distinta direccién (E9,E10, 2017).

SIS - A 3 3 - - -—
] e P A @ LN e Se @)
m

L

&
¢

.

|

-

wo
8l

b: -5x43y+d4z=2
[ Gx+y-3z=-8
d: 3x-Ty-52

u = VectorNormal (a)
@ ( 4 )
- 5
-2
v = VectorNormal (b)
@ 5
— 3
4
w = VectorNormal (c)
@ 6
— 1
-3

& = VectorMNormal (d)

MEE

Figura 7 - Captura de pantalla presentada por E9 y E10
Fuente: datos de las autoras
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Citamos esta aseveracion porque, en primer lugar, no fue tenida en cuenta como
posible respuesta. Y en segundo lugar porque consideramos muy importante rescatar
los conocimientos disponibles de Geometria Analitica que tienen los estudiantes, los
cuales podrian generar un proceso dialéctico de instrumentalizacion e
instrumentacion. En este caso, el comando “VectorNormal” permite visualizar las
direcciones de todos los planos intervinientes y formular una primera respuesta
afirmativa a la tarea: “Hemos llegado a la conclusion de que éste sistema prefija 4
planos que forman un tetraedro”. Luego, para hallar los vértices del tetraedro, este
grupo empleo la técnica 1, es decir, resolvio cuatro sistemas de 3x3.

La técnica 2 se observd en una version similar a la prevista y la emplearon el
15% de los estudiantes participantes. En la vista CAS se ingresaron las cuatro
ecuaciones y se resolvieron todos los sistemas de 2x3 posibles. En este
procedimiento entran en juego los SEL compatibles indeterminados. El conjunto
solucion de cada uno de ellos puede observarse en la vista CAS expresado, por
ejemplo, con el ostensivo Lista1:= {(2z-1, 2z-1, z)}. ; Codmo debe entenderse esta
respuesta que brinda GeoGebra? Los estudiantes respondieron que se trata de una
lista de infinitas ternas o puntos que representa la solucién general de un SEL
compatible indeterminado. En términos geométricos, esos puntos estan contenidos
en la recta interseccion de dos planos que es precisamente lo que se observa en la
figura 8. En la misma también puede observarse que las ecuaciones de planos estan
desactivadas, para poder apreciar el tetraedro con mayor claridad.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

[R]]A) ) 2 B <Pl A [@] £ [N e <C-)

» Calculo Simbdlico (CAS) X| | = Vista Grafica 3D X
~ - - - - -

1 g:-4x+5y-22=-1
- g —Ax45y—2z=-1

2 h:Bx+3y+rdz=2

- h: =5x4+3y4+4d4z=2

3 i Bxey-3z=-8

=+ i —fx4+y—3z=-8

4 Ji3x-Ty-5z=-22

- ji3x—Ty—5z=-22

5 lista1:=Resuelve[{g, h}]

® ListaPuntos: listal := {(2z = 1,2z~ 1,2)}

6 listaz:=Resuelve[{h, i}]

L ListaPuntos:  lista2 := {(—z +2, -3z +4,7)}

lista3:=Resuelvelfi, [}]

[ 2 y
L ListaPuntos:  lista3 := jf‘. -3 z24+2,-z+4.z .‘Wf

3 listad:=Resuelve[{g, 1]

L] ListaPuntos: listad := {(=3z2+4+9,-2z+7,2)}

<

Entrada

>
» B g @ - A0 -

Figura 8: Captura de pantalla presentada por E3 y E4.
Fuente: datos de las autoras

Destacamos que esta técnica también involucra ostensivos y no ostensivos de
distintos cuadros, tales como la notacion paramétrica para expresar el conjunto
soluciéon de un SEL compatible indeterminado o la nocién de ecuacion cartesiana de
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un plano en el espacio. La visualizacion simultanea de lo que se realiza en las vistas
CAS y 3D, permitié la elaboracion de esta técnica compleja para resolver la tarea.
Cabe mencionar que si bien en la Figura 8 aparecen los vértices, no esta claro, en los
trabajos de los estudiantes, de qué manera se podrian calcular las coordenadas de
los mismos.

Solo dos estudiantes (10%) usaron la técnica 3, que consistio en aplicar la regla
de Cramer a cada sistema de 3x3, y luego ingresar en GeoGebra los resultados
(puntos) obtenidos. Es decir, solo se usé la vista 3D para graficar los veértices del
tetraedro y luego aplicar el comando “poligono”. Cabe destacar que no esta
explicitado en las producciones de los estudiantes si usaron GeoGebra para calcular
los determinantes. Si bien se esperaba que esta técnica fuera utilizada no se alent6
a los estudiantes a que lo hicieran.

En sintesis, esta tarea al principio resulté un poco caoética porque los estudiantes
graficaban todos los planos a la vez. En ausencia de una técnica consolidada, el
software ejercid6 un papel distractor. Luego de unas breves intervenciones de la
docente, el objetivo de la actividad surgié con mas claridad. Por lo tanto, podemos
decir que los estudiantes requieren de un esquema de accidon previo a la
instrumentalizacion eficaz del artefacto.

En relacion a la tarea 4, primera pregunta: ¢ coémo decidir si cuatro planos dados
determinan un tetraedro?, los estudiantes destacaron que no deben haber planos
paralelos y que tampoco deben intersectarse mas de dos planos en una misma recta.
Las respuestas que brindaron los estudiantes fueron claras y concisas. Por ejemplo:

Cuatro planos determinan un tetraedro si entre ellos existen cuatro puntos de
interseccion, que son los vértices del tetraedro. Cada uno de ellos esta dado por la

interseccion de tres planos. (E3, 2017)

Para resolver esta pregunta, necesitamos realizar un analisis espacial de los casos que pueden ocurrir con 4
planos. Para esto, tendriamos las siguientes posibilidades:

«Los planos son coincidentes.

.Los planos son paralelos.

.Los planos comparten una recta.

.Los planos comparten un vértice.

Dentro de estas posibilidades, solamente las dos ultimas podrian determinarme un tetraedro, solo que estas
deben tener ciertas restricciones:

«Para determinar aristas de un tetraedro, los planos solo deben intersecarse de a pares.

.Para determinar vértices de un tetraedro, los planos deben intersecarse de a triadas.

Si lo mencionado anteriormente no se cumple no podria determinarse un tetraedro con cuatro planos.

Figura 9: Respuesta de E14.
Fuente: datos de las autoras

En relacion a la segunda pregunta: ;qué sistema de ecuaciones prefija cuatro

planos en el espacio que forman un tetraedro?, las respuestas de los estudiantes
estan, en general, mal redactadas o incompletas. Se observé que no pueden
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desprenderse del cuadro geométrico, y en consecuencia, no focalizan en un SEL de
4x3. Por ejemplo:

Un sistema compatible determinado prefija cuatro planos en el espacio
determinando un tetraedro, ya que tiene que tener solucién. Las cuatro
combinaciones de los tres planos tiene que ser todos compatibles determinados. Si
el sistema es incompatiple significaria que las rectas dadas son paralelas, por lo
tanto no tiene solucion y no forman un tetraedro, y si fuera compatible
indeterminado serian la misma recta y tampoco formaria un tetraedro.(E11, 2017)

Un sistema que prefija 4 planos va a formar un tetraedro cuando sea un sistema
compatible determinado, es decir, que al momento de seleccionar y resolver los
sistemas (planos) la solucién sea unica (un punto).(E7, 2017)

Atendiendo al objetivo de esta tarea, podemos decir que los estudiantes no
estan habituados a elaborar respuestas basadas en conceptos propios del cuadro de
los SEL. En este caso, los estudiantes se basaron en técnicas y en los ostensivos que
componen dichas técnicas, sin evocar los no ostensivos asociados.

Ciertamente, se puede formular una respuesta muy econémica a la pregunta b)
utilizando la nocién de rango, como se propone en el libro de texto de Proskuriakov
(1986), por ejemplo. Pero en este curso (Algebra y Geometria 1) este concepto no se
ensefa. Quiza sea importante considerar la nocion de rango para que los estudiantes
den significado a este tipo de tarea de indole tedrica, mas aun si sélo se la propone
en un entorno de lapiz y papel.

Se observo un caso particular de una estudiante que interpretd la pregunta b)
de la siguiente manera: dados 4 puntos independientes en el espacio, hallar un
sistema de ecuaciones que determine un tetraedro cuyos vértices son los 4 puntos
dados. Luego, presenta 4 puntos y resuelve la tarea mencionada trabajando en el
marco geométrico. Es un caso interesante en el sentido que la estudiante tiene
conocimientos disponibles en Geometria Analitica que le permiten construir una
técnica para resolver una tarea inversa. Por otro lado, se trata de una tarea que parece
importante ser considerada en los siguientes cursos de Algebra Lineal, pues durante
el desarrollo de la misma se pone en evidencia que, en general, los estudiantes tienen
dificultades para articular los nuevos conocimientos introducidos en Algebra Lineal
con conocimientos previos de Geometria Analitica en el plano y en el espacio.

6. Conclusion

Los resultados obtenidos deben ser interpretados en el contexto de la
investigacion en curso. La situacion didactica que hemos considerado es muy
particular y no se han tenido en cuenta las intervenciones del profesor.

Respecto al desarrollo la tarea en su totalidad, se observé que resultd
motivadora para los estudiantes y posible de resolver con bastante autonomia, ya
que, ellos disponian de conocimientos sobre geometria en el espacio y sobre
resolucién de SEL en ambiente de lapiz y papel. Aunque destacamos que el uso de
las herramientas y comandos de GeoGebra requiere de una instruccion previa, aun
siendo intuitiva su utilizacion. Consideramos necesaria esta instruccion, para que las
preguntas de los estudiantes no apunten hacia el manejo del software sino al trabajo
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matematico. En este sentido, las técnicas producidas por los estudiantes generaron
un trabajo de articulacién o cambio de cuadro en la interfaz de GeoGebra.

Por otro lado, fue posible apreciar que los estudiantes enfatizan ciertas
habilidades geométricas como las visuales, por sobre otras como por ejemplo, las de
comunicacion, mas aun si éstas requieren utilizar ciertas especificidades del lenguaje
matematico. En general, la escritura de los estudiantes cuando no corresponden sélo
a una sucesion de calculos, lo que no era necesario en funcion de la utilizacion del
software GeoGebra, se centra en descripciones poco explicativas y/o justificativas,
como podemos observar en las respuestas presentadas como ejemplo. De todos
modos, observamos aqui que la disponibilidad de imagenes geométricas es
importante, ya que pueden ayudar en el desarrollo de un lenguaje matematico con
Sus exigencias de rigor.

A partir de esta experiencia, se han elaborado tipos de tareas que posibilitan un
trabajo complementario entre GeoGebra vy lapiz/papel, las cuales han sido
incorporadas a los practicos de la asignatura algebra y geometria | y a las instancias
de evaluacion, esto es, en los examenes.

Somos conscientes que el artefacto sélo es una parte del instrumento y, por lo
tanto, no basta incluir tareas con GeoGebra para garantizar un aprendizaje
determinado. Es la planificacion de la accion instrumentada, es decir, los tipos de
tareas propuestos y las interacciones en el interior de la clase, los que contribuyen a
la génesis instrumental. En este sentido, continuamos trabajando en el disefio de
tareas que involucren el uso de tecnologias, en los cambios que esto produce en las
interacciones con los estudiantes y en formas de evaluacion coherentes con el trabajo
realizado en el aula.
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